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写 在 前 面 
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当 我 在 小 学 和 中 学 里 学 习 数学 时 ， 有 几 顶 内 容 对 我 有 
很 深刻 的 印象 ， 第 一 项 是 循环 小 数 ， 这 是 我 在 小 学 三 年 级 
时 所 接触 到 的 ， 这 是 我 第 一 次 遇 到 无 限 的 概念 当时 我 感 
到 很 新 奇 , 居然 会 有 永远 写 不 完 的 小 数 , 同时 我 也 为 掌握 了 。 
分 数 和 循环 小 数 互 化 的 算法 而 感到 高 兴 ， 第 二 项 是 ， 我 在 ， 
初中 时 ,有 一 次 听 老 师 说 ,大 阳 离 我 们 很 远 ， 它 所 射出 的 光 
线 对 我 们 来 说 是 近似 地 平行 的 ， 所 以 平行 线 也 可 以 看 成 为 
在 无 限 远 处 相交 的 直线 .我 觉得 这 很 有 道理 ， 并 且 感 到 无 
” 腿 远 并 不 是 不 可 捉摸 的 ， 几 何 学 和 光学 都 很 需要 它 ， 第 三 
项 是 在 高 中 时 期 , 我 在 一 本 数学 课外 书 上 读 到 , 整数 的 全 体 
和 偶数 的 全 体 在 革 种 意义 上 说 是 “一 样 多 ?的 ， 这 使 我 十 分 
惊异 ,仔细 一 回味 ， 对 于 无 限 来 说 “一样 多 "这 几 个 字 实 奈 
上 是 另 有 意义 的 ， 而 且 是 颇 有 道理 ， 第 四 项 是 在 高 中 里 学 
了 无 限 级 数 ,知道 了 无 限 项 可 以 相 加 ,有 时 会 得 出 有 限 的 和 
来 ,这 其 实 是 一 种 无 限 通 过 的 概念 ,有 很 多 的 妙 处 循环 小 
数 ， 仅 仅 是 其 中 的 一 个 非常 特殊 的 情形 。 这 四 项 内 容 大 大 - 
地 促进 了 我 对 数学 的 兴趣 . | 


2 在 学 了 一 些 高 等 数学 之 后 ， 我 才 逐 步 地 体会 到 无 限 在 
教学 中 的 重要 性 . 我 所 感到 兴趣 的 那 几 项 内 容 , 实际 上 都 是 
高 等 数学 中 的 相当 根本 的 事项 ， 无 姑 小 数 〈 特 别 是 不 循环 
的 ) 构 成 了 实数 理论 的 基础 , 也 是 形 和 数 相 统一 的 基础 ; Ж 
限 即 无 限 副 近 是 近代 分 析 数学 的 最 基本 的 概念 , 没有 极限 ， 
就 不 能 有 微 积 分 , 更 谈 不 上 其 它 的 高 等 数学 了 ; 而 在 几何 学 
中 , 无 限 远 点 的 引进 以 及 对 无 限 的 不 同 的 想象 , 促使 几何 学 
获得 了 非凡 的 进步 , 不单 是 数学 ,理论 物理 也 受到 了 深刻 的 
影响 ; 至 于 整数 的 全 体 , 偶数 的 全 体 这 些 概念 , 在 十 九 世 纪 
中 发 展 成 为 集合 论 , 而 现在 的 纯粹 数学 , TERAH, A 

. 蚀 髓 代数 ， 都 是 把 集合 作为 出 发 点 的 .各 种 各 样 的 集合 ， 加 上 
由 各 种 各 样 的 公理 所 体现 出 的 数学 结构 ， 就 成 了 各 门 纯粹 
教学 的 基础 . 

这 样 ， 我 便 有 了 一 个 想法 ， 如 何 使 现在 中 学 里 的 同学 
们 ， 对 无 限 的 概念 也 能 发 生 兴趣 ， 对 它 能 有 一 些 清晰 的 了 
解 ， 又 不 会 被 复杂 的 计算 或 论证 所 迷 患 ， 现 在 这 本 小 书 就 
是 怀 着 这 个 目的 而 写 的 ， 它 实际 上 分 成 了 实数 系 、 级 数 和 
极限 、 儿 何 学 和 集合 等 四 块 ， 希望 通过 这 些 内 容 , 使 同学 们 
对 高 等 数学 也 能 发 生 兴趣 , 在 以 后 接触 到 这 些 内容 时 , 由 于 
先 有 了 -= 些 印象 而 能 学 得 更 好 .我 感到 ， 学 数学 不 仅仅 是 
学 习 解 题 的 技巧 , 会 多 解难 题 (这 当然 是 必要 的 ), 而 且 也 需 
要 有 丰富 而 严密 的 思维 和 想象 的 能 力 . 大 家 从 这 本 书 里 ,也 
许可 以 见 到 一 些 数 学 概念 的 产生 的 背景 和 过 去 的 数学 家 们 
的 创造 力 与 想象 力 , 这 对 于 提高 数学 能 力 是 有 好 处 的 
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一、 从 循环 小 数 说 起 


我 最 初 接触 到 无 限 的 概念 是 在 小 学 里 学 除法 的 时 候 ， 
老师 要 我 们 做 以 三 除 一 , 结果 是 永远 除 不 尽 , 得 到 的 是 
1--3-0.9993-” 
这 里 的 3 可 以 一 直 写 下 去 , 无 论 写 多 少 次 , 总 是 不 能 得 到 完 
全 准确 的 答案 。 老 师 说 ; 这 是 循环 小 数 , 可 以 写成 


1. 
20.2. 


也 就 是 说 , 设想 我 们 可 以 把 除法 无 限 地 进行 下 去 , 二 这 个 分 


数 也 就 可 以 表示 为 循环 小 数 了 ， 这 里 ， 就 有 了 我 们 的 一 种 
想象 ， 可 以 把 除法 手续 无 限 地 进行 下 去 ， 而 它 也 可 以 被 认 
为 是 合理 的 计算 ， 尽 管 作 无 限 次 的 除法 是 不 可 能 真正 做 到 
的 。 从 这 里 可 以 得 到 一 个 认识 ， 如 果 没 有 无 限 的 概念 ， 连 
最 简单 的 分 数 往往 也 不 能 用 小 数 来 表示 .由 此 可 见 ， 数 学 
的 发 展 是 无 法 租 开 无 限 这 个 概念 的 . 


再 稍微 仔细 看 一 下 , 对 于 一 个 分 数 生 ,这 里 .9 都 是 整 
O 


Ж, 耐 且 假 定 它 们 没有 公 因子 ， 又 4 寺 1， 我 们 可 以 区 分 出 
两 种 情形 , 一 种 是 除 得 尽 的 , 这 就 是 说 它 可 以 表示 成 整数 或 
有 限 小 数 ， 另 一 种 是 除 不 尽 的 , 这 就 是 说 , 它 必须 用 无 限 小 
数 来 表示 ， 这 两 种 情形 如 何 区 别 呢 ? 


假使 属于 前 面 一 种 情形 , 那么 它 就 可 以 写作 
Я 
这 里 МаК, 41,444; 是 0, 1,…，8 或 9, 但 最 后 一 位 


Жа,4о. ЖИ ы 
pb Ухіо жа хо ау X10”?+.+ а, 
4 10: 


这 里 右边 的 分 子 表示 一 个 整数 , 分 母 也 是 一 个 整数 , 它 的 约 


数 只 有 25 以 及 它们 的 某 些 滋 积 (包括 等 次 )， 通 过 约 分 成 
为 所 (pg 互 素 ) 之 后 , 就 可 以 知道 9 一 定 是 2.6* 的 形式, 这 
里 与 5 都 是 非 负 整 数 、 相 反 地 ， 如 果 9 25 这 种 形 ， 
式 ， 那 么 坪 也 -一定 能 够 写成 有 限 小 数 。 这 件 事 情 可 以 有 如 


下 的 证 明 : 
如 果 а2%, 
Қ 2. Ф Е 办 X5 
473% 10”“ 
WR 2<Ь, 


22x2 
94 210° ·: 


而 这 两 个 式 子 的 右边 就 只 能 是 有 限 小 数 . 我 们 知道 ， 二 个 
正 整 数 一 定 可 以 通过 分 解 因子 而 写成 


2 4-РфИй ері, 


的 形式 , 式 中 Po Рь 如 是 素数 ,ao ao =, а, ЖЕШЕ, 
所 以 只 有 4 = 2 рух, раев 这样 丙种 非常 特殊 的 情形 , 


Ê AMERA RUNM, 除 此 之 外 , 所 有 的 分 数 都 不 能 表示 为 


有 限 小 数 , 而 只 能 表示 为 循环 小 数 . 

为 什么 一 定 会 是 循环 的 泥 ? 因为 在 这 种 情形 敌 除 法 
时 ， 一 定 会 有 余数 ， 并 且 ORU 10 的 适当 竺 次 后 ) 总 是 1 
2,…，4 一 1 这 4 一 1 个 数 中 的 一 员 , 所 以 ,再 进行 了 4 次 除 
法 ， 一 定 会 在 某 个 时 候 出 现 相同 的 余数 ， 于 是 小 数 就 循环 
T. 大 家 还 可 以 注意 到 ， 这 种 循环 不 一 定 在 除了 9 次 之 后 
才 出 现 , 有 时 , 可 能 出 现 得 早 些 . 

所 以 , 当 我 们 用 小 数 来 表示 分 数 时 , 出 现 有 限 小 数 的 机 
会 是 很 少 的 ， 在 绝 大 多 数 的 情形 下 , 我 们 会 过 到 循环 小 数 ， 
值得 注意 的 是 , 我 们 明明 知道 循环 小 数 是 写 不 完 的 , 但 是 我 
们 又 无 法 避 开 它们 。 当 然 我 们 也 可 以 取 某 几 位 有 效 数 字 ， 
硬 把 它 截 断 (或 再 做 一 次 四 舍 五 入 ) 成 为 有 限 小 数 ， 但 这 只 
是 近似 而 并 不 是 精确 的 表达 ， 总 有 误差 .从 应 用 的 观点 来 
看 ,我们 必须 容许 误差 , 但 在 建立 数学 的 理论 时 , 我 们 不 能 . 
只 有 近似 值 而 没有 精确 的 数值 , 这 是 大 家 都 能 够 理解 的 . 


二 、 用 尺 能 测量 哪些 长 度 


通常， 我 们 总 是 拿 尺子 来 测量 一 条 线段 的 长 度 .一 根 
理想 的 尺子 , 可 以 设想 它 有 很 精细 的 刻度 , 有 分 米 , 有 厘米 ， 
有 毫米 , 甚至 更 细 一 点 ， 如 果 线段 的 长 度 是 有 限 小 数 ,我们 
可 以 认为 这 根 尺 子 可 以 精确 地 量 出 这 条 线段 的 长 度 来 ， 只 
要 我 们 的 这 根 尺 有 足够 细 的 刻度 .这样 说 已 有 卫 定 的 理 
имон, 因为 无 论 科学 技术 怎样 进步 BARRARE 
HE, 依然 是 无 法 汶 认 的 . 


划 果 这 线 肌 的 长 度 是 一 个 分 数 如 ， È 又 不 能 表示 为 有 l 


限 小 数 , 那么 用 上 述 办 法 去 测量 , 便 成 为 永远 测 不 党 了 .但 
是 , 在 古 希腊 的 几何 学 中 ， 人 们 已 经 知道 ， 只 需 用 到 直 尺 和 
圆规 就 能 把 一 个 线段 分 为 ?个 等 分 ， 如 果 用 这 根 尺 的 ?等 


Аме, аР ТЫТ. 在 这 


-种 意义 上 说 , 人 们 进行 精确 的 , 理想 化 的 测量 的 可 能 性 又 大 
大 地 增加 了 . 
14: 


希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 曾 经 相信 ， 任 何 两 条 直线 段 的 
长 度 之 比 总 是 整数 之 比 。 如 果 事 实 真是 这 样 ， 那 么 任何 一 
个 直线 段 的 长 度 总 可 以 用 上 面 所 说 的 那些 小 尺子 来 精确 地 
WET. BE, 这 个 学 派 的 研究 否定 了 自己 的 信条 . ，， 

“最 简单 的 例子 是 两 腰 等 于 1 的 等 有 屡 直角 三 角形 斜 边 的 
KE, 它 应 该 等 于 3， 但 W 3 不 能 是 两 个 正 整数 之 比 , 这 


BAX: у= 2, p4 是 无 公 因子 的 正 整数 ,那么 就 


有 2 .92= 名。 因为 奇数 的 平方 一 定 是 奇数 ， 从 上 式 可 见 ， 力 
必须 是 偶数 ， 设 力 =2 т, m 是 正 整 数 , 从 这 里 又 可 以 推出 
Фезт, 从 此 又 得 出 9 必须 是 偶数 (仍然 因为 奇数 的 平方 
不 会 是 偶数 )， 这 样 , 2 和 9 必须 有 公 因 子 .2, 这 就 跟 原 来 的 
”假设 发 生 了 矛盾 ， 从 而 , 人 们 就 知道 存在 一 些 直 线段, 它们 
的 长 庆 之 比 不 是 正 整数 的 比 。 
тална: даат 
线段 的 长 度 ， 欧 几 里 得 把 几何 学 理论 化 、 共 统 化 时 所 采取 
的 就 是 这 种 万 法 ， 出现 了 可 通 约 线段 和 不 可 通 约 线段 的 概 
念 ， 可 通 约 线段 的 长 度 之 比 是 两 个 正 整 数 之 比 ， 后 来 称 为 
有 理 数 (Tational number 有 人 认为 译 为 比 数 更 恰当 )。 癌 
果 出 现 了 不 可 通 约 线段 的 情形 ， 希 腊 时 代 的 数学 家 就 用 可 
通 约 线段 的 比 来 无 限 地 近似 它 ， 这 种 无 限 的 过 程 就 是 后 来 
的 极限 过 程 的 昔 芽 , 我 们 以 后 要 讨论 它 . С 
另 一 种 方法 是 把 数 的 概念 加 以 推广 , 例如 对 w 2, 我 们 
可 以 一 位 一 位 小 数 地 计算 下 去 ， 这 样 算 下 去 也 得 到 V2 二 
6. 


1.414… 我 国 古代 很 早 就 会 作 这 种 计算 。 这 种 开 方 计算 是 
”永远 不 会 完 的 (否则 W 8 就 是 一 个 有 限 小 数 , 从 而 是 有 理 数 
了 )， 也 不 会 得 到 循环 小 数 (否则 W 2 也 会 成 为 有 理 数 的 ). 
所以 计算 的 “结果 ”是 不 循环 的 无 限 小 数 ， 称 为 无 理 数 
(irrational number, 译 为 非 比 数 可 能 更 恰当 )， 无 理 数 被 
引进 之 后 ， 我 们 就 能 够 用 数 来 表示 直线 段 的 长 度 了 。 这 里 
的 数 是 指 有 理 数 或 无 理 数 ， 人 们 就 把 它们 的 全 体 总 称 为 实 
数 . 这样, 我们 就 可 以 说 用 无 限 细 分 的 (十 进 制 ) 尺 子 能 量 出 “ 
任 一 直线 段 的 长 度 来 . 当然 , 如 果 尺 子 的 长 度 和 要 量 的 长 度 
之 比 不 是 正 整 数 和 有 限 小 数 的 话 ， 我 们 要 无 限 次 地 看 尺子 
上 的 刻度 , 而 且 永 远 看 不 完 , 因为 这 长 度 是 个 无 限 小 数 . 所 
以 , 这 里 又 是 一 种 对 无 限 的 想象 ， 有 了 这 种 想象, 我们 就 有 
了 把 实数 和 直线 眉 的 长 度 一 一 对 应 起 来 的 原始 思想 了 .这 
便 构 成 了 解析 几何 的 最 初 的 概念 : 数 轴 的 概念 ， 作 一 直线 , 
选取 一 点 0 作为 原点 , 在 其 右 铀 选 一 点 4 (4 ЖЕТ 0) 作 
为 单位 点 ，O 点 到 4 点 的 距离 记 为 1041( 图 1). 对 于 0 右 


1 
俩 的 一 点 B, 如 0 和 B 的 距离 10B| -й|04|, 就 称 B 点 有 
， 些 标尺 (距离 10B|、104| 等 总 取 正 值 , 但 1001=0). ЖВ 
在 0 的 左 侧 而 10B| =*|104|, 则 称 点 有 坐标 一 g。 这 样 ， 
我 们 不 但 要 求 直 线 上 每 点 有 它 的 坐标 ， 而 且 还 要 求 ， 对 于 
PE, - f 


每 一 个 实数 ， 一 定 有 直线 上 的 一 个 点 以 它 为 坐标 ， 这 实质 
上 是 对 直线 所 作 的 一 个 假定 ， 同 时 也 是 解析 几何 的 理论 
вв. 


三 、 无 限 个 数 的 相 加 


有 限 个 数 相 加 是 大 家 都 会 做 的 。 特别， 如果 不 府 涉 到 
无 理 数 的 情形 , 也 就 是 有 限 个 分 数 的 相 加 , 总 是 可 以 用 有 限 
个 步骤 完成 的 (用 通 分 、 相 加 、 再 约 分 的 手续 )， 如 果 那 些 数 
中 有 无 理 数 , 那 可 能 要 复杂 一 些 ， 例 如 , 化 成 无 限 小 数 的 相 


类 ,其 步 本 显然 和 有 限 小 数 相 加 相 类 似 ， 但 要 从 6 的 一 位 
再 开始 做 , 然后, 做 了 位 等 等 , 要 做 无 恨 次 ,而且 有 时 一 个 - 


进位 可 以 影响 许多 项 .但 无 论 如 何 ， 我 们 总 认为 已 能 进行 
这 种 运算 . 

现在 设想 无 限 个 数 的 相 加 , 例如 : 

Ке»; 工 十 1 十 1 十 1 十 … 

(2) 1 十 2 十 3 十 4 十 … 

(3) 0 二 0.3 十 0.03 十 … 
”这 种 无 限 个 数 所 成 的 和 式 叫做 无 限 级 数 ， 它 们 的 最 初 几 项 
的 和 叫做 部 分 和 。 一般 地 说 , 一 个 无 限 级 数 可 以 写作 

. 8> 


а+а+а + +89, 


的 形式 , 也 可 以 简单 地 记 作 Ўт аъ, Пі я 项 记 成 的 部 分 和 
就 是 


- ” я 
ў 9,=а:+4:+---+а,= 254). , 


部 分 和 是 有 限 项 的 和 , 所 以 是 完全 可 以 做 的 , 有 的 时 候 
还 可 以 有 相当 简单 的 表达 式 ， 例 如 对 前 面 的 无 限 级 数 (1)， 


有 5 名 = 为 对 9), 有 5 名 = 华人 ,对 (3)， 有 8Ф- 


0.33.…3(n 位 )， 就 SPER, 当 项 数 越 取 越 多 ， 即 т 越 取 
BAN, 和 数 不 仅 越 取 越 大 , 而 且 能 够 取 到 和 超过 任何 正 整 
数 . 当 增加 时 ,S53 的 增长 更 快 , 它 当然 能 够 超过 任何 正 
整数 , 所 以 在 这 两 个 例子 中 ， 当 项 数 取得 越 来 越 多 时 ， 部 分 
和 会 超过 比 你 所 能 想象 的 任何 大 的 正 数 ， 这 时 ， 无 限 项 的 
相 加 不 能 够 用 -一 个 有 限 的 确定 的 数 来 表示 它们 的 和 . 

但 对 于 第 三 个 例子 来 说 ，S 显然 也 是 随 着 n 而 继续 
增 大 , 但 每 添加 一 项 ， 部 分 和 的 增长 却 越 来 越 小 ,而且 永远 


жен. KRE (3) 式 还 可 以 写作 
г 0.3833-:- 
这 就 是 一 开始 讲 过 的 循环 少数 ， 我 们 已 把 它 理 解 为 于. 
从 这 些 例子 来 看 ， 无 限 项 作 加 法 有 时 不 能 用 一 个 数 来 
表示 它们 的 总 和 ， 有 时 却 又 能 够 用 一 个 数 米 表 示 它们 的 总 
ЛЕН Ы А 2 
。 9 - 


为 了 区 分 这 两 种 情形 , 我 们 必须 有 极限 的 概念 
说 的 部 5, 是 一 个 有 次 序 的 无 限 数列 , WI 5, Sy 
.… 可 以 依 一 定 的 次 序 无 限 地 写 下 去 ， 在 情 红 (3) 时 ， 效 


个 数列 中 的 数 Sep， .只 要 %* 相 当 大 ， 它 能 够 与 二 任意 地 接 
近 ， 举 例 来 说 , 我 们 有 


0<1.-5%-<0.1-107, 


0<1.-5%-<0.01-107, 
9<1-5%<%0.0-91-107, 
如 果 说 10 3 是 一 个 很 小 的 数 , ЖА, 当 #>99 时 ， 
-sg | <ө-%, 
如 果 对 于 任意 小 的 一 个 正 数 8 那么 一 定 会 有 一 个 N, 使 得 
10-5<е(Њ Й, 85 0.0---0731 这 里 7 的 前 面 有 30 个 0 
要 使 e<10-% Мй зо). KeS n>N 时 , |3- se| 
<8.， 在 这 个 时 候 ， 我 们 就 说 无 限 数列 SP н 趋向 无 限 
时 ， 以 雪 为 极限 , 记 作 
шазф- 


.10. 


更 一 般 地 说 , 设 5,， 5% Ss, 526) 3Sw… 是 一 个 无 限 序列 ， 简 
WAS) 如 果 存 在 一 个 数 S, 使 得 ” 变 得 足够 大 时 , 5, 和 
S 以 任意 程度 接近 ， 我 们 就 称 5 是 序列 (S,} 的 极限 .这 里 
有 “足够 大 ”和 “在 意 程度 接近 "两 甸 话 ， 在 现代 的 数学 家 的 
眼中， 还 是 不 够 精确 的 ， 所 以 进一步 的 精确 化 的 叙述 应 该 
Æ: 对 于 任何 一 个 不 论 是 怎样 小 的 数 5>0, 总 存在 一 个 正 
ЖМ, 使 得 当 #> М (Штаты), Ж%3515,-51<8 
总 能 成 立 ， 因 为 8 是 先 任意 给 的 小 的 正 数 〈 如 前 面 例子 中 
6 1075 1073, 10:19 等 等 )， 记 以 后 一 不 等 式 就 意味 着 5 和 
S, 任意 接近 ， 但 在 后 文 的 多 数 场合 中 ， 我 们 并 不 要 求 有 这 
样 精确 的 叙述 , 这 种 叙述 的 好 处 , 要 从 高 等 数学 中 逐步 领悟 
出 来. 

5, 是 无 限 级 数 的 部 分 和 时 ， 如 果 (JJ 的 极限 存在 ， 
并 等 于 5, 我 们 就 说 这 个 无 限 级 数 收敛 ，S 就 是 这 个 无 限 级 
RRM 000 

所 有 (0,1) 之 间 的 无 限 小 数 , 例如 取 

0.5,0.6,-..0,... 


可 以 把 它 写成 
ы 2 ь, 
tt + 
这 就 是 一 个 无 限 级 数 ， 这 里 所 有 的 bi ba e … 都 是 0， 


590—1 这 时 我 们 有 一 B nwan 
. І b, ь, 
5 5-0 о" +0 


. 11. 


所以 ， 如 果 把 S 就 取 为 0.5.bs…b。… ВОЗІВ, ЖА 
19,-51<-10-20, 这 就 是 说 , мев, SMS 


可 以 任意 程度 地 接近 ， Bp 5 为 相应 的 无 限 级 数 的 和 . 
这 样 , 我 们 就 可 以 看 到 , 无 限 小 数 就 是 收敛 的 无 限 级 数 
ЕТІ 
另外 一 个 特例 是 
(4) ты.” (067) 
这 时 利用 等 比 级 数 的 性 质 (或 由 初等 代数 的 公式 ) ' 


А ИН (24 7+1 时) 


есім, Ф5=—17-, 我 们 就 有 


ты 
ИНЕ 


容易 看 到 , 当 和 4 足够 大 时 , 可 使 得 了 一 变 得 任意 小, 所 


以 上 述 的 等 比 级 数 的 和 是 了 7， 
特别 从 这 里 看 到 : 


ipiga 1 
十 到 十 言 十 Бен Да :=1. 
Ф 5-5,=0.0-0 bni bms2… В 15—5,1< 1, Шы С 


842----9 了 时， |5- S.l =- < Шет. 


21%. 


Янв жан RZE, нк 
世 不 竟 "， 一 根 一 尺 长 的 根子 ， 第 一 天 到 它 的 1/2% 第 二 天 
REMTE, HRA + +, 庄子 指出 ,所 取 去 的 

”长 度 永远 不 到 1， 但 这 里 还 可 以 说 , 只 要 一 直 取 下 去 ， 所 和 草 
下 来 的 棍子 的 长 度 可 以 任意 地 小 ， 所 取 去 的 长 度 之 和 的 极 
限 就 是 1， 20-0 

再 举 一 个 例子 , 看 级 数 : ， 


221 ЕГ 
O Tatas t tuat 


са ябғу _ 
5 2% CESI) 
- ее аң 
ын” 


从 这 里 就 容易 看 到 , 无 限 序列 5, 的 极限 ， 也 就 是 上 而 的 级 
数 的 和 是 1. . 

对 于 最 初 的 两 个 例子 (1)《2) 和 等 比 级 数 (4) (对 7 之 1 
时 ), 当 # 变 大 时 , 5, 可 以 超过 任何 大 的 正 数 , 这 时 我 们 可 以 
说 级 数 发 散 于 正 无 限 大 , 或 者 记 作 

lim 5,= +оо, 
ЖЕЗ, +оо 8 ол. (НАНГА 
413: 


| 
| 


书籍, 把 它们 作为 特殊 的 数 进行 运算 的 . 
在 这 里 , 我 们 还 想 播 一 段 话 ， Зз, M 

于 诡辩 学 派 , 名 叫 芝 诺 ， 他 提出 一 个 疑难 ， 他 说 的 大 概 意 思 
是 : 一 位 善 跑 的 神 ,一 小 时 能 跑 100 里 ， 有 一 个 普通 的 人 ， 
一 小 时 只 能 走 10 里 ， 这 个 人 在 神 的 前 面 100 公里 处 , 他 说 
神 永远 追 不 上 那个 人 .为 什么 ? 因为 当 神 去 追 那 人 时 ， 当 
他 跑 到 人 的 原来 位 置 时 ， 人 已 向 前 走 了 10 里 ， 当 神 再 走 到 
NETAN ETIR HERTE CATAT 


Т, iR, AREA A. 


如 果 依 着 芝 诺 的 思路 , 神 所 走 的 路 是 


1 
100 十 10 十 1 十 5 Heto 
人 走 的 路 是 


1 1 
. 104140 +" өт 


414. 


#298 10-- іт» WF 100, RAH 4 一 oo 


时 , 二 者 之 差 才 是 100 里 , ТИЕ, ПИРДИ: 
只 能 在 极限 的 意义 下 追 上 了 人 . 

可 是 计算 一 下 时 间 ,情况 就 不 对 了 , 在 芝 诺 的 思路 下 ， 
计算 到 第 * 次 追 的 步 又 , 所 用 的 时 间 是 


ieli 
10 +100 ++ 


ж, 07-0901 = 100 (这 是 正确 的 追 上 的 时 间 )， 


Т 
ка 1105 


而 以 -如 为 极限 ( 当 *+ 无 限 增 大 时 ), 芝 诺 疑 难 的 漏洞 在 于 把 
时 间 限 制 在 3 小 时 之 内 , 所 以 神 追 不 上 人 , 如 果 不 限时 间 ， 


神经 过 小时， ЖАҚТА. 他 故意 把 追 的 过 程 划 分 为 无 


ЕС, 使 人 们 没有 去 注意 时 间 被 限制 住 这 个 事实 , 于 是 
就 形成 了 疑难 . 


Ф 此 式 可 这 样 考虑 : 假设 神 在 * 小 时 追 及 人 , 护 题 意 有 
100 #=100+10 2 
10 - 
#100-109 ° 


-15> 


四 、 正 项 级 数 的 “二 者 择 一 ” 


我 们 前 面 所 举 的 无 限 级 数 都 是 正 数 项 的 ， 就 是 说 它们 
之 中 的 每 一 项 都 是 正 数 , 这 时 就 有 
- 5,<5,<5,<-“<5,<5,4<-” 

从 所 举 的 例子 来 看 , 似乎 只 有 两 种 情形 ， 一 种 是 收敛 ， 
一 种 是 发 散 于 正 无 限 大 , 这 件 事 是 否 对 呢 ? 

“设想 我 们 只 许 用 有 理 数 ， 即 不 承认 不 循环 的 无 限 小 数 
也 是 数 , 那么 这 件 事 就 不 一 定 对 , 把 2 进行 开 方 , 就 得 到 一 
个 无 限 的 , 不 循环 的 小 数 , 它 不 可 能 和 一 个 循环 小 数 扩 或 有 
限 位 的 小 数 ) 无 限 接近 ,因为 总 有 某 一 位 开始 ， 二 者 是 不 相 
同 的， 就 算是 第 十 方位 开始 ， 二 者 出 现 了 差别 ， 那 么 4> 
105i, [Ski >10, 10—90 的 确 是 一 个 非常 小 的 
数 ， 在 应 用 上 (至 少 在 目前 的 情况 ) 还 没有 任何 自然 科学 需 
要 有 这 样 的 准确 度 , -但 是 它 毕竟 还 是 一 个 有 确定 数 什 的 有 
限 的 数 。 因 此 ,15, 一 | 就 不 能 变 得 任意 地 小 , 它 不 能 小 于 
10-9", 所以， 不 承认 无 理 数 就 会 出 现 这 样 的 正 项 无 限 级 
数 , 它 既 不 发 散 于 十 oo, 也 不 收敛 于 一 个 确定 的 数 . 


416. 


引进 了 无 理 数 后 ; 这 个 情况 就 避免 了 ， 在 数学 中 , 可 以 
采用 这 个 事实 作为 确定 实数 性 质 的 一 条 规定 或 者 说 是 一 
条 公理 ): 正 项 级 数 如 果 不 发 散 于 十 co， 那么 就 有 一 个 极限 
( 它 的 另 一 说 法 是 ， 单 调 增加 的 有 界 数列 必 有 极限 ). 

有 了 这 条 规定 ， 我 们 就 把 “承认 无 理 数 是 数 "这 句 比 较 
含糊 的 话 精确 化 了 ， 因 为 每 个 无 限 小 数 都 可 以 看 作 正 项 级 
数 ， 而 N. 9.6.…b,… 的 任 一 部 分 和 N. bbaba < N+1, 所 
以 不 会 发 散 于 上 + oo， 因此 它 必 须 收敛 于 一 个 实数 ， 这 个 实 
数 就 必须 是 由 N. 5.6…5,… 所 确定 的 ， 另 一 方面 ， 如 果 承 

认 无 限 小 数 是 数 , 我 们 也 可 以 证 明 这 个 性 质 (但 在 这 里 就 不 
ЕТ). 
一 个 正 项 级 数 
Ataata tetant 
MEREKARA, 当 n 充分 大 时 , а, 就 必须 变 得 任意 小 , 即 
lima,=0. 否则 , 它 是 不 可 能 收敛 的 ， 但 是 ， 反 过 来 的 事实 


却 不 一 定 对 .我 们 说 级 数 


18151 1 十 
афр 


是 发 散 于 十 oo 的 ， 初 看 起 来 ， 这 件 事 似乎 有 点 不 可 思议 ， 
一 个 人 第 一 天 走 一 百 里 路 ， 第 二 天 走 五 寸 里 路 ， 第 三 天 
жн, Ж» 天 走 9 里 路 ,… 租 粗 一 想 , 他 路 越 走 
越 少 ， 一 定 不 会 走 得 很 远 的 。 而 事实 如 何 呢 ? 我 们 得 仔细 
估计 一 下 ， 对 所 论 的 级 数 ,我 们 有 

17 ., 


5-11. 
-ң1-14(1,19,8,(1,1 
Sı 1 和 十 ( 二 二 过)> BA CO a 
аа AWN E SE SFG 52212342. 
5, (а) (а) 
1.5 
toTg 
同样 , 我 们 可 知 : 
54>, 
54>7, 
Р j А 
5,"> 52, 


所 以 , 这 个 人 在 ?天 所 走 的 路 已 超过 分 x100 蜂 . 因此 ,只 
要 这 个 人 的 寿命 无 限 , 或 者 有 无 限 个 人 和 他 接力 , 依照 既定 
的 方式 走路 尽管 到 了 第 27 K, BURET M, 但 是 他 


所 走 的 路 的 总 和 , PLAST xom. Kitt (或 他 的 


集体 ) 所 走 的 路 是 可 以 超出 任何 距离 的 。 
另 一 方面 ,大 家 还 可 以 算 一 下 : 


18. 


5=1+(3-+2)<1+(2+2 =2, 
5-14(1-8-20 (а) азін-з, 
rd 
(е) 4, 
важ 
5, 1<т (һ>1) 


从 这 里 可 以 看 到 , 他 (或 他 的 接力 集体 ) 走 了 7-і, 
还 走 不 到 nx100 里 .可 以 试 算 一 下 ， 如 果 他 要 走 到 5000 
里 的 地 方 , 29-1 天 还 不 够 .请 估计 一 下 , 这 将 会 是 多 长 的 
时 间 ? 赁 经 验 很 难 相信 ， 他 会 走 到 任何 远 的 地 方 . 但 这 终 
究 是 可 能 的 , 尽管 需要 非常 .非常 多 的 时 间 . 

我 国 古代 关于 题 公 移 山 的 故事 ， 就 包含 有 朴素 的 无 限 
的 思想 ,他 认为 太行 、 王 星 这 两 座 大 山 明 然 很 高 大 , 但 它们 
的 高 度 和 土方 体积 是 有 限 的 , 而 他 的 子 子孙 孙 却 是 无 尽 的 ， 
只 要 坚持 干 下 去 ， 总 能 够 把 山 移 掉 的 .这 是 一 个 很 精采 的 
论述 ， 说 明 无 限 是 可 以 超出 任何 大 的 有 限 数 的 ， 但 是 这 还 
需 有 一 个 补充 ， 就 是 他 的 子孙 们 的 工作 效率 的 总 和 能 保持 
一 定 的 水 准 〈 至 少 是 不 要 减少 得 很 历 害 )， 他 的 愿望 才能 
实现 . 2 


.19. 


五 、 正 项 级 数 收 全 或 发 散 的 检验 ， 


要 检验 一 个 正 项 级 数 是 否 收敛 ， 并 不 是 很 容易 的 事 . 
但 人 们 已 经 建立 起 许多 检验 的 方法 ， 它 的 基础 是 比较 法 .. 
设 : 

G) Dan=a.+at tapt 
ж 2 | 

(#0) Хр, =, 


” 是 两 个 正 项 级 数 .我 们 说 , WRO, Х,а, (н = 1.2 


k EEROR, 那么 人 1) 一 定 收敛 这 因为 , 如 记 (i) 的 
4%. 项 部 分 和 是 5 (Ш) п ЖЖ 5,, 那么 
2 5,265, 


(i 收敛, 所 以 序列 {&S,) 不 会 发 散 到 十 oo 去 ,从 而 序列 {S'。} 
也 不 会 发 散 到 十 co 去 ， 所 以 (i) 收敛 。 因 为 级 数 的 收敛 性 
不 会 因为 除去 (或 添加 ) 有 限 项 而 改变 ， 所 以 只 要 从 某 -一 М 
开始 , ASN t, 6, Ва, 从 (i) 的 收敛 就 得 出 (二 收敛. 
这 里 还 可 以 推出 另外 一 条 比较 定理 : 设 (i) 收 敛 ， 
。20 . 


бы < as (n=1,9..)D 
6700. (1,8-4) 
成 立 , 那么 (区 收敛 这 是 因为, 从 上 式 就 能 得 出 
1 n, Š ы 
Баса, 
记忆 就 及 <hr。， 从 而 得 出 Ci) 收 全 的 结论 ， 


我 们 把 (让 取 作 等 比 级 数 , 即 第 12 页 中 的 (4) 
1 二 7 十 92 十 … 十 所 十 (0<yY<1) 


来 作 比 较 ， 就 得 出 ， 如 果 -- 芝 二 был <r<1, 那么 ( 订 就 收敛 , 举 


例 来 说 , 我 们 要 证 : 
(6) 1+27,+3 rite Кт +e (0<7,<1) 


5, N 
收敛. 这 时 一 让 === "+1 7), Жл дан n=(1+ġ)r 


<r<1. жну АН”, ЕНУ 1 аква: 当 
n>N в 


Jet (1+ 2) „(1+ 0) 
Ромат. Жаст Ен = =o ост | 
<1). l 

ТЕ НТН ЧЕ R imti = 


7<1, 那么 级 数 (让 ) 就 收敛 ， 因 为 在 这 时 , Жо А рн ы 


~ Ф ESRT (=N, М+1, N 十 2 …)， А 
确定 的 正 整 数 。 
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和 r 可 以 非常 接近 ,7 EADE LEAI жалны ы 

也 就 小 于 某 一 正 数 <1)， 用 这 个 方法 来 判断 (6) 的 收敛 

性 ,就 更 方便 了 .因为 我 们 很 容易 算出 

, (+1)r7+! 
nri 


lim: 
no 


бута 


RPA ЕК ККС’ Alembert) 判 别 法 . 
另外 一 个 用 以 作为 比较 的 级 数 是 : 
M 去 + 二 + 二 + 二 + (а>1) 
对 这 个 级 数 而 言 , 第 (mw 十 1) 项 和 第 1 项 的 比 是 : 


它 显然 小 于 1 时 , 它 的 极限 是 1, 可 是 不 存在 一 
Жетеу 使 一 1 Ty -< <1。 所 以 用 上 面 的 方法 不 能 
1- 
n 
判定 它 的 收敛 。 但 我 们 还 是 可 以 证 明 它 收敛 ， 作 
5,=1, 
S=1+ 击 + 机 <1+( 去 Ені ы» 


5-14 1 А +9 А 1 
?一 1 2% tgrt 44% 5% ТА 
1 1 1 1 
а-а 去 )+ TER 4 去 + 去 ) 
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1 1 : 2 
二 1] 十 езі 十 =1+ -让 +) Š 
同 理 ; i 


5,<1--га-- за 二 一 二 本 + 
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РЕКЕ 
一 般 地 有 
Sazw_1<1 十 一 ET регі “(ату ... 


+H) pE 3 2 (n>1) 
Тш 


(HAH а>118, -ҙн-<1), ATT I, BARM Sm 
都 小 于 一 个 定数 所 以 这 个 级 数 不 是 发 散 于 十 oo 的 , 因而 是 
收敛 的 ， 此 外 ,我 们 已 经 知道 , 如 (7) 中 的 a= 1 ERRAR 
散 的 . 

шау таж, 则 用 它 也 可 以 作出 一 些 判别 级 数 
发 数 的 准则 ， 我 们 可 以 概括 起 来 说 ， 如 果 成 立 下 列 条 件 之 
一 ,级 数 (就 是 发 散 的 : 

3) 8-і, 


ii) > 
н) -$> 或 нш ы евә, 


аны. 


它们 的 证 明和 上 面 的 论述 相仿 . 举 一 个 例子 , 考察 级 数 
1+1: 01:9) +6. (и) 
这 时 ， ? 
бы оту” : 
7, = 0-р) ніні 
当 ?>0 时 ,只 要 充分 大 ,nr>1, 因而 级 数 是 发 散 的 . 
从 此 很 容易 得 出 


+ Д де (о<а<1) 
是 发 散 的 , 因为 这 时 ， 
| 二 
而 > 
1-1. 


已 知 是 发 散 的 . 


OA. REBRE 


我 们 已 经 说 过 , 一 个 无 限 数列 {2,}， 如 果 是 单调 增加 ， 
又 不 收敛 , 那么 它 一 定 发 散 于 十 oo. 

同样 是 发 散 于 十 co 的 单调 增加 数列 ， 发 散 也 有 快慢 之 

我 们 试 就 下 面 的 一 些 无 限 数列 来 比较 它们 的 发 散 快 

8. г 

(4) Вр 1,2,3, 9, -.. 8 

{n°} BP 1, 27, 37, ent, e7 (a>0) 

ӘРІ РАЛАРЫН (”>1) 

СЭ; Ш, 21,31, eet, e 

一 般 说 来 , 如果 有 两 个 发 散 于 -oo 的 数列 (zj 和 (2 
如 果 lim 如 -= +оо, ЗИЙА, Н (ЬЬ, 或 
(Oa CACAT 00-0 

先 看 序列 (4“) 和 序列 (x*)， д-т", 4 a> M, 
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a 一 B>0, 当 # 无 限 增加 时 ,we-* 也 无 限 增加 ,. 即 ltmm“ = 

， +оо, MANFAATE а 越 大 ， 则 发 散 越 快 ， 特别 当 
а>18}, (пуп), оса < в}, (в) (т) 

222158 | 
HARANGJA). Е — НК. 


тағыла мн 
把 这 个 级 数 的 一 般 项 记 为 а, 那么 а, = пу", ў 
x. +1)“ 1\1 
tt = "+ =(1 +1) Р 
-所 以 
lim cot = Ша (1+3 2)4 1.14. 


根据 上 一 节 无 限 级 数 收敛 性 的 判别 法 ,知道 无 限 级 数 Za, 
是 收敛 的 , 因此 有 
或 lm 到 = = +оо, 
所 以 数列 (rz 发 散 比 (ze 快 ， 有 趣 的 是 不 论 "如何 大 ， 比 
如 说 a=1000, 也 不 论 + 和 1 如 何 接近 ， 比 如 说 71.001, 
仍然 有 这 个 事实 .这 种 趋势 在 最 初 许多 项 未 必 能 够 看 出 来 ， 
而 是 需要 用 这 种 分 析 的 手段 才能 辨别 清楚 . 

再 看 数列 (和) 和 (73) 《7s>71>1), 这 时 

.26. 


Hno, АЯТ оой. ВЫНОСИТ) 
言 ,+ 越 大 , ЕИН, хла дитин. 


BA, HERCI), апе? %) жм. 


记 为 bo 我 们 有 | 
Br HD, ” = 3441 

Е Жат 
“ 当 nr 时 ， В.ы>8., ped {BB,}) 是 单调 增 
加 的 ， 当 aarmt, бенз, йя, AKF Ar 


个 整数 , 我 们 有 
.2 В.., Burat Bas 549; В. В, 
所 以 当 h-yco 时 Bun RATHO, ШАЙ, im B= 


十 oo. 因 此 (nl ERRAR, KEREK, Memi. 
在 所 举 的 四 种 例子 中 , {mi } 的 发 散 最 快 ， 当然 ,我们 还 

可 以 举 出 发 散 更 快 的 数列 .。 其实， 每 一 个 发 散 的 数列 (co 

都 有 一 个 比 它 发 散 更 快 的 数列 {z) 比如 说 , 把 如 取 作 


жа, ` а = am 
H nont, TREFH, ЖО) Но) ВИНА, 
BRLEO а-а, 


当 п-уоо 时 ， TREFH оо, 所 以 数列 бо,) 发 散 比 {an} 


ЊВ, IET IL, BARF оо ОЕ BE ARETE IE D 
的 , 快 的 , 也 一 定 有 更 快 的 ; 慢 的 , 也 一 定 有 更 慢 的 . 

估计 数列 发 散 的 快慢 , 有 很 多 应 用 价值 , 例如 在 用 计算 
机 解决 一 类 问题 时 ， 需 要 做 多 少 次 运算 就 是 一 人 很 重要 的 
问题. 

“假使 我 们 要 做 %* 个 人 的 年 龄 的 平均 ， 如 果 用 最 原始 的 
方法 去 做 ,需要 做 4 一 1 次 加 法 和 一 次 除法 ， 所 以 计算 次 数 
En 次 , n ERAH), 计算 次 数 只 增加 一 次 ,2 增加 一 倍 ， 
计算 次 数 也 增加 一 信 ， 这 种 计算 《例如 %* 大 得 不 可 恩 议 ) 
用 计算 机 来 完成 不 大 会 有 困难 ; 这 时 计算 次 数 NCn)=z. 

如 果 有 一 xz 格子 ,每 个 格子 里 有 一 个 数 , 要 作 这 些 数 
的 平均 数 ,用 最 原始 的 方法 做 ， 计算 次 数 就 是 NCn)=2， 当 
ті, 计算 数 要 增加 22 十 1, NC(n 十 1)= Мп) + 2n+1, 
已 经 增加 得 比较 快 了 ， PIOA ORRE T 

如 果 有 一 类 问题 ,其 计算 次 数 是 NCn) = 2", 当 n 变 为 4 十 
1 时 , 计算 数 М1) = 09919 N), 要 增加 一 倍 ， 这 样 ， 
如 果 % 增 加 4, 计算 量 就 得 变 成 16 倍 , 4 增加 5 计算 量 就 变 
成 33 f, 如 果 4 从 10 变 到 20, 计算 量 就 得 变 成 WR, X 
样 增长 下 去 ， 最 先进 的 大 型 计算 机 (加 上 很 快 的 计算 速度 ) 
也 无 法 承受 ， 一 般 说 来 ， 如 果 一 个 问题 的 计算 数 М (п) 
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КЕЛУ КРЫ СЕСИИ 


п КАНИ Мп) 2 0 л KE, КЕНЕ 
别 ， 对 后 者 来 说 ,2 较 大 时 ， 计 算 几 乎 就 是 不 可 能 的 .所 以 
理论 计算 机 科学 中 的 一 个 主要 问题 是 ， 对 于 一 个 确定 的 问 
题 ， 要 构造 出 Мат) 尽 可 能 小 的 算法 :如 果 它 是 4 的 多 项 
R, 那么 实用 上 一 般 可 以 接受 , 如 果 它 的 发 散 速度 快 于 多 项 
R, 那么 用 计算 机 计算 Cn 比较 大 时 ) 就 几乎 不 可 能 实施 了 . 
这 种 对 计算 量 的 估算 ， 成 为 数学 和 计算 机 科学 中 的 一 个 主 
要 问题 , 称 为 计算 复杂 性 问题 。 它 提示 我 们 , 从 实质 上 来 减 
BHAIRON T IE AEAN ERRAN 
是 同样 地 重要 的 。 


七 、 变 号 的 无 限 级 数 


”一 个 无 限 级 数 可 以 既 有 负数 的 项 也 有 正 数 的 项 ， 最 简 
单 的 例子 有 : 
G) 1 一 1 二 1 一 1 十 … 十 (一 T) :十 … 
Ci 1 一 2 十 3 一 4 士 … 十 (一 1) 生 14 十 … 
o Gi) 1 十 y 十 纪 十 … 十 十， 0). 


Gv 1 一 工 + 工 _- 工 + 上 (一 Do: 工 
Gv) -jt gte tO D it 


ЖАЛ, ЖНЖ. ЖОЖ, 部 分 和 |: 
52-104" 是 奇数 时 ); 
S. 一 0( 当 闻 是 偶数 时 ). 
所 以 5, 1102 88), 不 会 收 全 于 一 个 确定 的 数 ， 但 
也 不 会 发 散 于 +o. 
对 级 数 (ii)， 我 们 可 以 作出 它 的 部 分 和 ， 当 е ENK 
2 m 时 ， 
“230. 


былі-Ф%3-44--3(9т-1)-а2т 

--1-1-1----1/ 

= ; тж ж 

> -т; 

Nn ERR 2 从 二 时 xz > 
Sims = Sont (2 т+1) =т+1. 

所 以 它 的 部 分 和 在 -mA m+ 之 间 跳 动 ，m 越 大 ， 跳 动 
的 幅度 越 大 , 所 以 它 既 不 收敛 ， UFRRET OGR- 
对 于 级 数 (让 来 说 ， 


"+1 
S= (<) 
ші <1 0, ж 增 大 时 ,+* 和 0 无 限 接近 , 级 数 收 全 ,其 和 
; 不 过 幅度 越 来 越 小 罢了 . 


žr] >1 时 ， 


-Jr | 
5, =. (H я Ажы» 


+1" ШК 
5,1117 Ch n 是 奇数 时 ). 


它 也 是 跳动 的 , 跳动 的 幅度 越 来 趟 大， 它 弃 不 收银 ; 也 不 发 

散 于 +oo( 或 一 吕 )， 当 ?= 一 1 В}, ТЙС). . 
通常 , 不 收敛 的 级 数 , 就 称 为 发 散 级 数 . 但 从 上 面 的 例 

子 可 以 见 到 , 对 于 弃 有 正 项 又 有 负 项 的 无 限 级 教 来 说 , 发 散 


ЫВ ВР S с -- 


再 来 看 级 数 (iv), 我 们 从 
А . 31 · 


2 4 24-1 
可 以 看 到 : 


1-1>о, 3-39 i ӛт --->0,": 
5,<5,<5,<--<5,<-- 


11.140 1.120... 1 
gtg <O gta O an “ае <0, 


S> S> S> > Sin > 
此 外 , 因为 
Sinsi = 5+ ET э 
2 кер ОРИСИ S ТЕЕ. ен 
55+ ( FET TE )+ 2%48” 
: 1 1 
бын е So+( AT 一 тағ) 


"(аеро)" 
可 i 对 任何 т>п, 
Sam_1> Sw 
此 外 如 果 m <m, 已 经 看 到 
o Sam- Sim- 
所 以 任何 一 个 奇数 项 的 部 分 和 总 大 于 任何 一 个 偶数 项 的 部 
分 和 。 从 上 面 的 论述 , RIERS 
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S> S> D> Sina > D S> D Sa. 


这 样 ， 我 们 就 见 到 偶数 项 的 部 分 和 52 构成 一 个 单调 
上 升 的 无 限 数列 , 其 中 每 一 数 都 小 于 So 因此 这 个 无 限 数列 
是 单调 上 升 , 而 且 不 发 散 于 上 oo， 所 以 一 定 有 一 个 极限 ， 记 

做 S-. 另外 一 面 ， 级 数 GV) 的 奇数 项 的 部 分 和 5. 组 
成 一 个 单调 下 降 的 无 限 序列 , 它 的 每 一 项 都 大 于 0， 所 以 它 
不 会 发 散 到 一 co， 而 是 收敛 于 一 个 确定 的 数 S+， 很 明显 ， 
5%>5-, 

我 们 说 5 M S+ 必须 相等 .这 因为 ,由 


Зы Snr рар 


可 见 , 当 % 变 得 足够 大 时 , ПЕН ИНЕМ, 但 4 
充分 大 时 San 和 S 会 无 限 接近 , San AMS 无 限 接近 , 所 
以 S+ 和 S- 不 可 能 是 两 个 不 同 的 实数 ， 而 是 同一 实数 ， 即 
5-=5+=5, руи 足够 大 时 , 5, MS 可 任意 接近 ， 所 
以 iv) 是 一 个 收敛 的 级 数 . 

例 (iv) 实 际 上 可 以 推广 到 下 面 的 一 般 情形 ， 设 无 限 数 
Я sn> 0 为 单调 减少 


ADAD AD D Apd lpp > 


lim a,=:0. 
Ре 


Жоу Ca 一 4 一 0a 十 0s 一 Ci 十 65 一 如 十 


一 定 收敛 . 

这 是 由 德国 数学 家 本 荐 尼 区 CLeibniz) 所 发 现 的 , 称 为 

Б 254239534445 这 里 “交错 ”两 字 是 指 级 数 

“各 项 是 正 搞 交错 的 5 它 的 证 明 事 实 上 和 级 数 (iv) 的 收敛 性 
. 证 明 完 全 一 样 , 只 需要 作 如 下 的 改变 : 


зг 
了 yy 
а 4 4; 4, 
就 可 以 了 . 
对 于 级 数 (iv), 我 们 还 可 以 注意 到 , 如 果 把 各 项 取 绝 对 
M 就 成 为 
т До 


前 面 已 看 到 过 , ИНК. ЗН, 但 
各 项 取 绝 对 什 后 却 发 散 的 级 数 称 为 条 件 收 儿 的 经 数 . 
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八 、 无 限 项 求 和 的 次 序 问题 


我 们 仍然 从 上 一 节 的 级 数 (iv); 即 无 限 级 数 
1 1 1 1 1 1 1. 
lot gta 6t taa an 
说 起 . 
这 个 级 数 , 可 以 把 它 各 项 的 次 序 重新 排列 一 下 , 得 到 下 
面 的 级 数 


CD) а-1- 


1 1 1 
34-1 gna wt" 


(v) 和 (iv) 是 南 完全 相同 的 无 限 个 项 组 成 的 . 任何 一 项 
(-1У 1 өз, 2,3, уж (іу) 中 和 在 (y) 中 都 出 现 一 


次 , 而且 只 有 一 次 .我 们 把 Civ) 的 和 记 作 5, 粗 粗 一 想 , (у) 
的 和 也 会 是 S, 但 事实 却 并 非 如 此 .我 们 看 到 : 


1-4-4744) 


43. 


PT ME =- 2345. 1 =P 


和 级 数 (iv) 比较 一 下 ， 我 们 就 能 够 明显 地 看 出 来 ，(v) 的 
36 项 的 部 分 和 Ss 等 于 (iv) 的 21 项 的 部 分 和 Ss 


当 无限 增 大 时 ，Sw 和 S 无 限 接近 , 所以 Ss。 MOARE 
ж. 由 于 
l быт 一 Sgw 十 本 放下 Fai , 


Sinia = Ssnt 


= Sist 


ИО" 1 . 
24 十 1 4%+2 4n+2 
ОХЕ Sino 5, 记 级 数 (v) 的 3%+1 项 和 3%+2 项 的 
ЯЯ), DELL n ERMAR, Sinso 5-85 


, E. 这样 我 们 就 得 出 了 一 个 使 人 感到 惊奇 的 结论 ， 无 限 级 
” 数 (v) 的 和 是 无 限 级 数 (Civ) 的 和 的 一 半 , 尽管 进入 级 数 的 项 
是 完全 一 样 的 ， 它 们 之 间 的 差别 只 是 排列 次 序 不 同 而 已 ! 
所 以 对 于 级 数 无 限 项 的 相 加 ， 次 序 是 不 能 随便 改变 的 。 采 
取 不 同 的 次 序 可 以 得 出 不 同 的 和 ! 

更 令 人 惊异 的 是 ， 我 们 可 以 把 无 限 级 数 (iv 政变 次 序 ， 
使 它 的 和 成 为 任何 预先 给 定 的 实数 。 比 如 说 ， 我 们 想 改变 
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(Gv) 的 次 序 , 使 改变 次 序 后 的 级 数 的 和 是 100. 现在 来 证 明 
这 件 事 . | 
把 (iv) 中 所 有 的 正 项 取 来 , 得 到 级 数 


оза, 1... 
АЕ еа 


又 把 (iv) 中 所 有 的 负 项 取 来 , 改变 符号 , 得 到 级 数 


1.1,1,1 
(уі) 141518 ° 


和 我 们 讨论 过 的 发 散 守 十 co 的 级 数 


ee Р О ТЕ 
+++ 


相 比 ，(vi) 的 每 项 是 这 级 数 的 二 ， 记 以 正 项 级 数 (yi 必须 
发 散 于 二 oo。 又 把 (vi 和 (vii) 相 比 ， 正 项 级 数 (vi) 的 每 项 
都 比 (v 这 的 对 应 项 大 , 所 以 (vi 也 是 发 散 的 . 

现在 先 把 (vi) 中 取 足 够 岁 的 项 ， 使 它们 的 和 正好 超过 
100, 这 总 是 可 能 的 , 因为 (Vi) 是 发 散 于 + oo 的 (请 大 家 注意 
“正好 ?这 两 个 字 , 它 意味 着 如 果 少 取 了 一 项 , 其 和 就 不 会 超 
过 100). 再 取 (vi) 的 第 一 项 的 变 号 ( 它 是 级 数 (ir) 中 的 第 
二 项 ), 涨 入 在 制作 中 的 级 数 中 去 , 其 和 式 就 会 少 于 100, 再 | 
从 (vi) 中 开始 依次 到 那些 未 取 到 的 项 ， 加 入 制作 中 的 新 的 | 
级 数 中 去 ， 一 直 取 到 部 分 和 又 正好 超过 100 (这 也 是 可 能 | 
的 , 因为 (vi 除去 有 限 项 之 外 , ВСЕ +оо), ВНЕ | 
上 (vit) 的 第 二 项 变 一 符号 ( 它 属 于 (v))， 其 和 又 小 于 100， 73? | 
” 再 利明 (vi) 的 项 ”使 制作 中 的 级 数 的 和 超过 100, 又 利用 | 
. 87 . 


(vi 的 项 , 使 其 和 低 于 100, 这 个 步骤 可 继续 进行 下 去 ， 而 
且 是 永远 不 会 中 断 的 ，Cvi) 的 每 一 个 指定 的 项 瑟 了 (不 


н 多 大 ) 都 会 被 取 到 ,而 且 (vii) 的 每 一 个 指定 的 项 瑟 声 - 


(RE т 多 大 ) 也 会 被 取 到 ， 所 以 所 得 到 的 级 数 的 确 是 (Y) 
政变 次 序 后 得 到 的 ， 没 有 任何 一 项 被 漏 掉 .假使 说 我 们 用 


AT OD 中 的 六 构成 了 新 制作 的 级 数 的 第 项 , 而 其 


部 分 和 刚好 超过 100， 而 接着 又 采用 了 (v 这 中 的 项 -下 的 


变 号 作为 新 的 级 数 的 第 N+1 项 , 那么 从 做 法 可 以 看 出 , 在 
第 N 项 以 后 的 任何 一 个 部 分 和 , 和 100 相差 的 绝对 值 , 不 会 


超过 也 这 因为 ,在 这 个 例子 中 , 我 们 总 有 27<2 m+], 所 
> тар, 而 以 后 的 部 分 和 不 会 超过 100 十 避风 下 
(因为 《vi) тажни ДА желт 
100 一 动 (因为 (中 后 来 取 的 项 总 大 于 二) 所以 #>N 


时 , 15. 一 1001< 二 ,这 里 .S。 指 新 制作 的 级 数 的 项 的 部 


分 和 . .这 个 事实 表明 , 当 # 取得 足够 大 时 , 新 制作 的 级 数 的 
都 分 和 和 100 可 以 任意 接近 , 这 就 是 说 , 新 制作 кемен 
正好 是 100. 
这 个 作法 的 主要 思想 是 把 (v) PRENI, 得 到 一 
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个 发 散 于 十 oo 的 级 数 ， 但 它 的 一 般 项 的 极限 却 是 0。 又 把 
.(V) 的 所 有 负 项 取 来 (是 (vii) 的 变 号 ) 构成 一 个 发 散 于 一 oo 
的 级 数 ， 它 的 一 般 项 的 极限 也 是 0。 取 Cvi) 中 足够 多 的 项 
使 其 和 正好 超过 100, 又 取 第 二 级 数 的 若 于 项 (这 时 是 一 项 ) 
使 其 和 又 正好 减 至 100 以 下 ， 再 用 第 一 级 数 的 项 ， 使 其 和 
增加 到 正好 超过 100， 又 取 第 二 级 数 的 项 ， 使 其 和 正好 减 
至 100 UTF, 又 利用 这 两 个 级 数 的 项 当 т 无 限 增 大 时 都 赵 
向 于 0 的 事实 ， 就 可 以 得 知 此 制作 的 级 数 一 定 收 剑 于 100. 
注意 ， 这 里 的 100 只 不 过 是 一 个 例子 ， 完 全 可 以 换 成 另外 
的 任何 实数 ， 证 明 方 法 完全 是 一 样 的 《如 果 这 个 实数 是 负 
数 , 那么 我 们 就 得 先 利用 第 二 级 数 的 项 , 然后 取 第 一 级 数 的 
项 ). l ， 
对 于 这 个 作法 , 我 们 可 以 打 个 比喻 , 假设 国家 手中 有 足 
够 的 大 米 , 又 有 足够 的 货币 , 就 可 以 使 粮 价 稳定 在 一 个 指定 
的 水 平 ， 如 果 粮 价 太 低 了 , 国家 就 逐步 提高 价格 来 收购 , 使 
它 的 价格 同 升 , 升 到 了 超过 这 个 指定 的 水 平 后 , 又 采取 抛售 
的 办 法 ， 使 粮 价 呐 到 指定 水 平 以 下 。 这 样 就 能 基本 上 保持 
在 指定 的 水 平 上 . 
用 上 面 这 个 办 法 , 也 可 以 变更 (v) 中 项 的 次 序 , 使 它 发 
аа 我 们 设想 1, 2, 3, 4, 5, … 这 样 一 个 发 散 于 十 oo 的 
列 ， 取 (vi) 的 若干 项 ， 使 其 和 正好 超过 9, 添上 (vii) 的 若 
干 项 的 变 号 ， 使 其 和 正好 降 到 2 以 下 ， 又 添上 (vi) 的 若干 
项 , 使 其 和 又 增长 到 正好 超过 了 ， 再 取 (vii) 的 若干 项 的 变 
号 , 使 其 和 又 降 至 3 UTF, 又 取 (vi) 的 若干 项 , 使 其 和 再 超 
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过 4… 如 此 继续 进行 ，(v) 的 每 一 项 仍然 能 够 取 到 ， 这 样 ， 
我 们 就 能 改变 级 数 (V) KKF, 使 新 制作 的 级 数 变 为 发 散 
Poo, 

上 述 非 常 有 起 的 结果 是 德国 著名 көзе (Rie- 
mann) 记 发 现 的 ， 称 为 获 现 更 序 定 理 ， 他 的 定理 不 仅 是 对 
这 个 特例 做 的 , 而 是 对 任何 一 个 条 件 收敛 的 级 数 (请 回顾 第 
六 节 最 后 所 给 出 的 定义 ), 而 加 以 证 明 的 .他 的 证 明 方法 和 
我 们 这 里 的 叙述 没有 什么 实质 上 的 不 同 . 

所 说 的 事实 表明 , 对 于 无 限 个 数 的 求 和 , 次 序 是 十 分 重 
要 的 , 次 序 取得 不 同 , 结果 就 可 能 完全 不 一 样 . 

为 了 使 大 家 再 次 认识 到 有 限 和 无 限 的 不 同 ， 再 举 一 个 
例子 . 

大 家 知道 , 把 N? 个 数 排 成 一 个 方形 ， 先 把 每 行 ( 横 ) 相 
加 ,再 把 所 得 的 和 数 相 加 , 所 得 的 数 就 是 这 Na 个 数 的 总 和 . 
这 个 总 和 也 可 以 用 另外 的 方法 求 得 ; 先 把 每 列 ( 竖 ) 相 加 ;再 
把 和 数 相 加 ， 所 得 的 数 也 是 总 和 . 所 以 这 两 种 加 法 的 结果 
是 相等 的 .例如 下 图 所 示 : : 

-1 0 0 0 0 
1-1 :0 0 0 
0 
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先 加 横行 的 , 得 到 0,0,0,0,0,1, 然后 相 加 , 得 到 1。 先 加 竖 
行 (数学 上 习惯 称 为 列 ) 的 ， 得 到 1, 0,0, 0, 0, 0， 然 后 相 加 ， 
EBAL 
现在 我 们 把 它 扩充 到 无 限 个 数 的 情形 , 例如 : 
1 -і 0 0 0 0: 0 
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臣 时 ,每 一 模 行 都 有 一 个 工 和 一 个 二 1 因而 相 吉 的 结果 都 
Жо 从 面 再 相 加 , 结果 当然 也 是 0， 另 一 方面 , 除 第 一 列 只 
有 一 个 1 以外， 其 它 的 各 列 都 有 一 个 一 1 和 一 个 1( 第 7 列 
的 +1 在 第 7 行 , 未 写 出 ), 所 以 各 列 的 和 是 1;0,0,0,… 再 
жіп, 所 得 到 的 结果 却 是 1， 因 而 按 不 同 的 方式 作 加 法 却 得 
到 不 同 的 结果 ! | 

因此 ,对 于 有 限 个 数 的 加 法 的 运算 法 则 , 不 能 无 条 件 地 
运用 到 无 限 中 去 。 
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九 、 无 限 项 碳 求 和 的 次 序 问题 ( 续 ) 


， 无 限 项 求 和 , 虽然 在 许多 情况 下 是 不 可 以 交换 次 序 的 ， 
但 是 , 也 有 许多 情况 是 可 以 交换 次 序 的 . 
首先 , 我 们 要 说 正 项 级 数 经 过 任意 交换 次 序 后 ; 如 原来 
级 数 收敛, 那么 新 的 级 数 也 收敛 , 其 和 相同 ,如果 原来 的 级 
数 发 散 于 十 oo, 那么 更 序 后 的 级 数 也 发 散 于 十 oo ` 
现在 要 证 明 这 个 事实 ， 假 设 : 
aitat tapte 
是 一 个 正 项 级 数 ， 
bitbit tbn te 
是 前 者 的 更 序 级 数 , 其 意义 是 每 一 个 bi:(i=1, 9,…%，,…) 总 
是 某 一 个 а, 并 且 所 有 的 y 都 会 在 下 一 级 数 中 出 现 ， HR 
出 现 一 次 ， 把 前 一 级 数 的 % 项 的 部 分 和 记 为 5, 后 一 级 数 
的 % 项 的 部 分 各 记 为 5%. 
考察 5,-55і tbr 
“它们 实际 上 是 某 些 a; 的 和 式 , 假设 其 中 所 出 现 的 下 标 最 大 
Қа) Жіс-т,, 这样 ,显然 就 有 : 
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5,5<5,, 
щн 取得 非常 大 时 , mon, 当然 也 是 非常 大 的 . 
假如 前 一 级 数 收敛 ,Sm 会 与 级 数 的 和 S 无 限 接近 , 这 
В 5, 不 能 发 散 到 十 oo, 第 二 级 数 的 和 如 为 S, 那么 就 有 : 
S'S, 
另 _- 方 面前 _ 令 数 也 可 以 看 成 局 一 级 数 的 更 序 级 数 ， 
根据 同样 的 理由 ， 
55 
成 立 ， 这 样 , 我 们 就 只 能 有 S= SS .因此 这 两 个 级 数 如 果 有 
一 个 收敛 , 另 一 个 必定 收敛 , 且 其 和 相等 。 因 为 正 项 级 数 收 
伍 和 发 散 到 + oo 这 二 者 必 取 其 一 ,如 果 有 一 个 发 散 到 + оо, 
那么 另 一 个 也 必须 发 散 到 十 oo. 
其 次 , 我 们 再 看 如 下 的 情形 ;如果 一 个 级 数 
а+а,+а + +а, + 
是 既 有 正 项 又 有 负 项 的 ， 而 且 正 项 的 个 数 和 负 项 的 个 数 都 
是 无 限 的 , 抽出 其 所 有 正 项 ， 得 到 一 个 正 项 无 限 级 数 
© Сау аужау- tante 
又 抽出 其 所 有 负 项 , 得 到 一 个 负 项 的 无 限 级 数 - 
(—) а tagte tante | 
现在 假定 (十 )《 一 ) 都 是 收敛 级 数 , 它们 的 和 分 别 记 成 
599 5%. 成 立 下 面 的 事实 : 
5,= 540 +54 
s% 是 级 数 CH) 的 部 分 和 ， 项 数 4: 55, 中 正 项 的 数目 . 
S 品 是 级 数 (一 ) 的 部 分 和 , 项 数 pa 0 5, 中 负 项 的 数目 , 当 
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纪 变 得 很 大 时 , п, 和 和 也 必须 变 得 很 大 , 所 以 S 守 和 552: 
SOM Sc 无 限 接近 , S。 у 59 +S RRE, 所 以 所 说 
的 级 数 收敛 , 而 且 和 就 是 Sep +59, 

如 果 把 级 数 变更 次 序 ，( 十 ) 和 (一 ) 也 相应 地 改变 了 次 
F, 但 (二 ) 是 正 项 级 数 ，( 一 ) 是 负 项 级 数 ， 交 换 次 序 不 会 政 
变 它 们 的 收敛 性 , 也 不 会 改变 它们 的 和 , 所 以 把 原 级 数 更 序 
也 不 会 改变 它 的 收敛 性 和 它 的 和 . 

这 里 , 我 们 在 级 数 (十 ) 和 (一 ) 都 收敛 的 条 件 下 , 证 明了 
级 数 的 收敛 性 和 和 不 会 因 更 序 而 改变 . 

《十 ) 和 (一 ) 都 收敛 等 价 于 级 数 

[4,1 + laal H+ 14,1 +e" 
收敛 , 这 个 级 数 的 各 项 是 原来 级 数 各 项 的 绝对 值 , 是 个 正 项 
级 数 , 满足 这 种 条 件 的 级 数 叫 做 绝对 收敛 级 数 。 因 而 , 我 们 
所 得 到 的 结论 是 : .绝对 收敛 的 级 数 在 更 序 后 不 改变 其 收敛 、 
性 也 不 改变 其 和 |. 

和 的 交换 次 序 问题 在 数学 分 析 中 是 一 个 十 分 重要 的 内 
” 容 , 在 这 里 , 我们 仅 通 过 一 些 最 简单 的 例子 的 讨论 , 使 大 家 
”看 到 无 限 的 复杂 性 。 l 


十 、 射 影 几 何 中 的 无 限 远 点 


大 家 知道 ， 在 几何 中 有 一 条 著名 的 公理 ， 在 平面 上 过 
一 点 存在 一 条 , 而 且 只 存在 一 条 直线 和 已 给 的 直线 不 相交 ， 
这 是 著名 的 欧 几 里 德 平行 公理 . 

前 面 已 讲 过 , 在 解析 几何 中 , 我们 把 直线 上 的 点 和 实数 
相 一 一 对 应 .因为 士 oo, 一 oo 都 不 是 实数 , 所 以 在 欧 几 里 德 
几何 学 中 , 没有 以 + oo 或 一 oo 为 坐标 的 点 . 

可 是 ， 在 几何 学 中 却 出 现 了 无 限 远 点 .设想 平面 上 有 
两 条 相交 的 直线 请 和 LA 2), 交点 为 0, 在 LL 上 有 一 动 点 


Р, L, 1 以 外 的 一 点 0 连结 OP, 11, 交 于 一 点 
Pp, 4 P, жы қайы, Р, 就 随 若 在 六 上 运动 , 好 象 是 从 
C@ 照 出 的 灯光 ， 把 Р, 的 影子 照 到 上， 这 种 对 应 则 做 透 
视 或 者 叫做 射影 对 应 . 

当 Р, 如 图 2 所 示 的 位 置 向 右 移动 时 ，Ps 也 向 右 运动 ， 
设 及 是 各 上 的 一 点 ,使 QR Mh 平行 当 了 BER i, Р, 
Eh 上 向 右 越 走 越 远 , 当 P, WARN, ORRAL 没有 交 
点 ， 那 就 是 说 P, 的 影子 消失 了 . 当 P, 越过 了 尺 继 续 向 左 
移动 , 例如 取 到 了 Р, 的 位 置 ， 这 时 P10 入 的 交点 移 到 
Р, 的 位 置 , Pl 从 右边 离 R 越 近 , Р, 就 在 1 上 左边 越 远 之 
处 。 如 果 设想 ， 两 条 平行 直线 OR 和 2 在 一 个 假想 的 点 一 一 
无 限 远 点 相交 ， 那 么 的 影子 就 是 那个 无 限 远 点 ， 而 且 应 
жән, h 上 向 左 去 的 无 限 远 点 和 向 右 去 的 无 限 远 点 实际 
上 是 一 个 点 , 因为 它 是 同一 点 RR 的 “影子 ”， 设 S 是 1 上 一 
点 , 8S PFI Р, 向 右 无 限 远 移 时 , Р, 可 以 无 限 移 近 
S, 但 是 , 如 果 不 在 上 引进 无 限 远 点 的 话 , S 点 就 不 会 成 为 
l 上 的 点 的 “影子 *， 引 进 了 4 上 的 无 限 远 点 ，S 就 成 为 这 
个 无 限 远 点 的 “影子 * 了 ， 这样 引进 了 直线 上 的 无 限 远 点 以 
后 ， 从 @ 点 作 直 线 五 和 五 上 点 的 射影 对 应 , MEGEL E 
每 一 点 有 L 上 的 一 个 对 应 点 ， 特 别 点 尽 对 应 于 h 上 的 无 
MER Xh 上 的 点 S 是 为 上 的 无 限 远 点 所 对 应 的 点 . 

把 平面 上 的 直线 添上 无 限 远 点 时 ， 候 想 平行 的 直线 具 
有 相同 的 无 限 远 点 ， 又 把 无 限 远 点 的 全 体 看 成 一 条 无 限 远 
直线 , 这 样 构成 的 平面 叫做 射影 平面 ， 在 射影 平面 上 , 两 条 
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不 同 的 直线 一 定 有 一 个 交点 ， 而 且 只 有 一 个 交点 .如 果 两 
条 直线 都 不 是 无 限 远 直线 , 又 不 平行 , 那么 交点 是 有 限 处 的 
- 点; 如 果 两 条 直线 都 不 是 无 限 远 查 线 ， 但 是 相互 平行 ， 那 
么 它们 就 有 一 个 交点 , 它 是 这 两 条 直线 所 共有 的 无 限 远 点 ， 
无 限 远 直 线 和 非 无 限 远 直 线 也 有 一 个 交点 ， 这 就 是 那 条 非 
无 限 远 直线 上 的 无 限 远 点 ， 

运用 了 无 限 远 点 , 有 些 著 名 定理 的 叙述 就 简单 得 多 了 ， 
比如 说 , 有 如 下 的 一 个 定理 ( 称 为 德 沙 格 定理 ): 设 АВС 和 
АВС! 是 平面 上 的 两 个 三 角形 , 设 对 应 的 顶点 的 连 线 44/， 
BB', CC' 通 过 同一 点 0, 那么 对 应 边 AB 和 AB 的 交点 RR， 
ВС 和 В'С' 的 交点 P, СА 和 C'4 的 交点 8 共 线 .我 们 不 
去 证 明 这 个 定理 了 , 但 可 以 请 大 家 作 一 些 实例 来 试验 一 下 , 
如 果 不 用 无 限 远 点 的 概念 , 这 个 定理 的 结论 便 有 三 种 情形 : 
(让 三 对 对 应 边 在 有 限 处 相交 [图 3(1)]; (i 一 对 对 应 边 
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АВ 和 АРВ р, ВС 和 ВС, САЖ СА 相交 于 有 限 处 

的 点 PQ， 那么 就 会 有 PO 和 AB, A'B 平行 [图 3(2)]; 

(ii) 有 两 对 对 应 边 互相 平行 ，4B、4'B' 平行 ， 又 BC、B'C 

平行 , 那么 C4、C'4' 平行 [图 3(3)]。 因 为 第 (这 种 情形 相 
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当 于 是 个 无 限 远 点 ， 它 是 4B 和 АВ 的 公共 的 无 限 远 
№, РОК 共 线 就 意味 着 PO 也 过 这 个 无 限 远 点 ， 即 POI 
АВАВ. СЖЖ R P 都 是 无 限 远 点 ,8 A R, 
卫 共 线 , 就 意味 着 8 是 一 个 无 限 远 点 , СА 和 CA 平行 ， 
有 了 无 限 远 点 的 概念 ， 这 三 种 情形 便 完 全 统一 起 来， 就 有 上 
述 简单 .明了 的 形式 . 
无 限 远 点 的 引入 ， 对 于 建立 在 几何 学 的 发 展 上 有 重要 
意义 的 射影 几何 学 起 了 关键 的 作用 。 


一 、 反 演变 换 下 的 无 限 远 点 


在 欧 氏 几何 学 中 , 还 有 一 种 重要 的 变换 , MMAR. B 
设 0 是 平面 内 一 个 圆 C 的 圆心 , 半径 为 7, Р 是 平面 内 的 任 
意 一 点 ， 暂 设 忆 不 是 点 0， 作 射线 OP， 在 这 射线 上 取 一 点 - 
Р, WA OP 的 长 度 1OPI 和 OP 的 长 度 10P' | 满足 

JOP| .|ОР, | =7’, 

KPR Р 的 变换 称 为 关于 圆 C ЮЙ, Р 称 为 也 关于 贺 
C 的 反 演 点 . 

反 演 有 娜 些 重要 的 性 质 呢 ? 从 10Pl.10P'|=r? 可 以 
直接 看 出 下 面 一 些 性 质 . 

а) 设 P 是 贺 C 内 的 点 , 那么 Р 是 圆 C 外 的 点 ， 如 果 
卫 是 圆 C 外 的 点 , 那么 点 P АЩ 
C 内 的 点 (图 4). 

(2) ЖР 是 的 反 演 点 , 那 
4 P 的 反 演 点 就 是 (关于 同一 
Қ С). 

(3) 贺 C 上 的 点 关于 反 演 


Ж, 

(45 当 书 沿 着 固定 的 射线 向 O 移 近 时 ,， 它 的 反 演 点 已 - 

沿 着 同一 射线 越 移 越 远 ， 只 要 卫 和 0 充分 接近 ， Р 就 可 以 
移 到 距 0 任意 远 的 地 方 . 

жах, 的 圆心 0 没有 反 演 点 , 也 没有 点 以 0 为 反 演 
的 点 , 和 前 一 节 相 类 似 , 我 们 可 以 引进 一 个 假想 的 无 限 远 点 
Po 使 它 成 为 0 的 反 演 点 . 但 现在 有 一 个 重要 的 不 同 之 处 . 
因为 O 只 是 一 个 点 ， 所 以 从 不 同 射线 上 得 到 的 无 限 远 点 只 . 
能 认为 是 同一 的 , 因而 在 考虑 反 演 变换 时 , 平面 上 可 以 添上 
无 限 远 点 ， 但 只 能 是 一 个 无 限 远 点 ， 这 种 平面 称 为 共 形 平 
面 , 它 和 射影 平面 不 同 之 处 是 它 只 有 一 个 无 限 远 点 . 

大 家 或 许 会 奇怪 ， 一 个 平面 为 什么 可 以 用 不 同 的 方式 
添上 无 限 远 点 , 在 射影 平面 上 无 限 远 点 构成 一 条 直线 , 在 共 
形 平面 上 , 却 只 有 一 无 限 远 点 ? 其 原因 可 以 解释 如 下 : 无 限 
远 点 是 一 种 假想 的 点 ， 我 们 可 以 根据 各 种 理论 发 展 的 需要 
而 设计 各 种 不 同 的 先 限 远 结构 . 

为 了 理解 对 共 形 平面 的 这 种 设计 ， 我 们 再 讨论 反 演 变 

(5) 在 反 演变 换 下 , 过 0 点 的 圆 变 为 直线 (图 5). 

设 玫 是 过 O 点 的 一 图， 半径 为 4s， 圆心 在 B 点 ，0BE 
是 KK 的 一 条 直径 ， 卫 是 贺 扩 上 的 一 个 动 点 , - 设 LPOB=90， 
那么 

(ОР |зес0 = [QE], 
这 是 因为 LOPE 是 直角 . Р 在 射线 OP 上。 根据 定义 ， 
2651. 


图 5 


| 10P = торт: TOP aei 


10P|=_ вес?, 


TOET 


REE WRA Е, [ОЕ =p PALOP сод 
10E'|， 因 此 人 OE'P' EEH, - ВР 在 射线 ОВЕЕ з 
RE 其 垂 足 是 书 ， 这 就 得 出 圆 玉 的 反 演 是 直线 PE., 

(6) 在 反 演变 换 下 , 不 过 0 点 的 直线 变 为 过 0 点 的 加 
过 0 点 的 直线 仍 变 为 过 0 点 的 直线 . 
ША (SERHAN — AAs EAE 
直接 可 愉 定 义 中 看 出 ， 
. 52. 


(т) 在 反 演变 换 下 , 不 过 0 点 的 圆 变 为 不 过 0 点 的 图 . 

设 K 为 已 给 的 不 过 0 点 的 圆 , 选取 坐标 , 使 0 为 原点 ， 
%* 轴 过 长 的 贺 心 (4, 0), КЕ Р (а, ууа 

(x-a)? +y =b R 妇 十 欠 一 2 6X 王 六 一 2 (5-ға) 
这 里 2 EKFL. 设 P 是 书 的 反 演 点 , (2,Y) 是 书 点 
的 坐标 , (x',y') 和 (x,y) 在 过 0 的 同一 射线 上 , 所 以 | 

Ж = №, у!-Ау-(а>0) 

因为 10Pl| =VW+y, [ОР =V rty =W Яу, 
利用 10Pl.. ОР т х 


可 得 
Mattyn 
”所 以 
2. 2, 
=- Y= Hr 
成 立 ,或 者 | 


а= ут» Уут 

RAG, 少 所 满足 的 方程 就 得 出 P' 《x,y') 记 满足 的 方程 
(Bran) ws ty +2 ати =, 

当 大 一 q? 生 0 时 ,可 变形 为 


2 ar? 


Wty +t стат тн --р с» 
它 的 轨迹 确 是 一 个 圆 . 
这 件 事 也 可 以 有 另外 的 证 明 ( 不 用 解析 史 何 ). | 
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БОНЖЕШКЯ, ХОМНАЮ-ЖНЫӘЖЕКЖЕ 
点 Pu РС 6). 


А 图 6 
由 平面 几何 中 图 的 切割 线 定理 可 得 ，|10P11*10P,| = 
А1. ХИ А, 是 一 个 常数 , 是 O 到 圆 玉 的 切线 的 长 度 . 设 Р, 
和 Ps 是 了 和 P 的 反 演 点 ,根据 反 演 公式 10P| .10P'| =7? 
得 


10Р, |= 0р, 10Р l= 0P 
所 以 | 


(ОР -10Р,1 == ЖЖ, 


由 此 可 见 Р,, Р, 也 在 一 个 图 上 .如果 O 点 在 有 内， 证 法 

也 类 似 . і | 

利用 反 演 ， 可 以 把 平面 几何 中 有 关 疼 和 直线 的 菜 些 定 

理 转 化 为 只 是 和 加 有 关 但 复杂 得 多 的 定理 .例如 ， 设 平面 
. 54 - 


上 有 三 个 图 К, К, Ko 它们 两 两 相交 , 记 К, 和 Ks 的 交 
点 为 4、B; Ks 和 К, 的 交点 为 C、D; K, MK 的 交点 
ЖЕЕ, штэ. 直线 АВ, СО, EF . 交 于 一 点 
(Р т). 


在 证 明 这 个 事实 之 前 , 5А ЭСТЕ ЕЕ. 
设 卫 为 任意 一 点 ， 玉 为 以 0 为 圆心 的 任意 一 圆 ， 尺 为 它 的 
Ж, |0Р|3-К 称 为 点 PP 关于 圆 0 的 等 .可 以 证 明 : ж 
/是 过 刁 的 一 条 直线 , 和 圆 交 于 两 点 P, Р, 那么 了 关于 轿 
KK 的 等 就 等 于 |PPi| .1PP:|(P 在 圆 外 的 情形 , 如 图 8(1) 所 
R) 或 者 等 于 一 1PP,| .|1PP,1(P 在 图 内 的 情形 , 如 图 8(2) 
所 示 ). 事实 上 , P RERA, 10P1? 一 R= | PT |2, 这 里 
РГАЯРАМЕКЕЯЫ. ШИ, ІРТІЗ-|РР,|- 
IPP,l. PRENA, PI PAWE, НЖЖ 
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М, N 两 点 , 这 时 
IPP| :1PP,| = | PM| -| PN| 
=(R+10PI)-(R— 10P|) 
=R—|OP|’, 
APARTAK HERE- IPP]. |PP,|. 


а l 9) 


ЖЕЗ КН КЕНИЯ. MK, К, 相交 于 AB 
. 丽 点 ， 直 线 4B 上 的 任意 一 点 8 关于 K, К, WESTE 
1041-1081; 当 点 0 在 两 贺 之 内 时 ( 即 在 线段 АВ 上 ) 取 
负 号 , 杏 则 取 正 号 ， 所 以 直线 АВ 上 的 点 关于 圆 KK, 上 
的 宏 是 相等 的 ， 另 一 方面 , 如 果 点 《不 在 4B 上 (读者 可 以 
自行 证 明 ， 比 如 说 用 解析 几何 的 方法 ) 点 @ 关 于 Ka К, 的 . 
寡 一 定 不 相等 , 所 以 直线 АВ 是 关于 KK HERSKA 
的 轨迹 ， 同 样 , 直线 CD 是 关于 К.К, 的 署 相等 的 点 的 轨 
Ж, 直线 EF 是 关于 Ka K, 的 短 相 等 的 点 的 轨迹 记 АВ 
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和 CD 的 交点 为 S， 点 S 关于 K: K, HELAS, MUS 
也 必定 在 EF |, 证 明 完 毕 . А 
利用 反 演 的 思想 , 我 们 可 以 得 到 一 个 复杂 得 多 的 定理 . 
BK. Ka K 是 三 个 两 两 相交 的 贺 ， 交 点 分 别 为 4，B， 
C,D,E,F, W 为 不 在 K, Ka K: 上 的 一 点 , 作 过 WAB 
Әң Lo AWC D WA La WÈ ЕЩ І, ЖА 
LLa Li 交 于 一 点 U (图 9)， 这 个 定理 , 直接 证 明 困难 较 
大 ， 但 可 以 用 下 面 的 方法 来 证 明 。 以 三 为 中 心 作 一 个 加 ， 
关于 这 个 圆 作 反 演 ， 圆 K, Ki K: 变 成 贺 K, K, Ky È’ 
们 两 两 相交 , 交点 分 别 为 AB C D'E M F. ЩІ, 变 
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为 直线 АВ, ҢІ, 变 为 直线 C'D', ҢІ, 变 为 直线 EF", 
而 根据 前 面 的 证 明 , 可 知 直线 АВ, СР, ЕЕ 有 一 个 公共 - 
点 U"， 这 就 证 明 原 来 的 三 个 图 L L Ls 也 有 一 个 公共 点 
U, 它 以 UV 为 反 演 点 ， 定 理 证 毕 . 

所 以 , 根据 反 演 变换 的 需要 , 可 以 设想 平面 上 有 而 且 只 
有 一 个 无 限 远 点 , 直线 可 以 看 成 是 过 无 限 远 点 的 圆 , 从 许多 
平面 几何 的 定理 出 发 ， 可 以 立即 得 出 许多 形式 上 更 为 复杂 
的 定理 , 上 面 所 举 的 只 不 过 是 一 个 例子 罢了 . 

如 果 用 复数 2= уі 表示 平面 上 的 点 , 圆 C 取 为 以 原 
点 为 贺 心 的 单位 图 , 那么 以 zCz 生 0) 为 复 坐 标的 点 的 反 演 
点 P 的 坐标 就 是 


在 平面 的 复数 表示 时 ,往往 也 引入 一 个 无 限 远 点 , 它 相应 于 
2->о, 这 里 :oo 的 意义 是 z ЙУ ЯУ 趋向 于 十 oo。 


.58. 


“十 二 、 几 何 学 中 对 无 限 的 另 一 构思 


欧 儿 里 得 元 何 学 的 平行 公理 实质 上 是 我 们 对 于 无 限 的 - 
一 种 假想 ， 在 一 个 有 限 的 平面 区 域 , 例如 一 块 黑板 上 , 过 直 
线 外 一 点 可 以 作 许多 直线 和 一 条 已 知 的 直线 不 相交 ， 因为 
我 们 是 局 限 在 这 块 黑 板 之 内 讲 相 交 和 不 相交 的 ， 如 果 把 黑 
板 放大 ， 把 直线 延长 ， 有 些 原来 不 相交 的 直线 变 成 相交 的 
T, 但 总 还 有 些 直线 是 不 相交 的 《图 10). 于 是 人 们 就 可 以 
设想 , 我 们 如 果 把 黑板 不 斯 地 扩大 , 不 相交 的 直线 不 断 地 减 
少 并 且 假 想 在 黑板 扩大 成 为 无 限 的 平面 时 , 不 相交 的 直线 
就 减少 到 唯一 的 一 条 , 这 就 是 欧 氏 几何 学 中 的 平行 公理 . 
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жак, анихтошан илен RENNES 
重要 的 结论 , 例如 三 角形 三 内 前 之 和 等 于 一 平角 , 就 是 利用 

这 条 平行 公理 得 到 证 六 的 。 正 因为 如 上 中， 估 们 在 一 个 长 时 
期 内 把 平行 公理 看 成 是 几何 学 的 绝对 不 能 动 播 的 基础 。 数 

学 家 们 只 是 千方百计 地 想 用 其 他 公理 来 证 盟 它 而 已 ! 

”这 种 努力 延续 了 二 千年 , 一 直到 十 九 世纪 初 ,三 位 数学 
Ж, 德国 的 高 斯 (Gauss), 匈牙利 的 波 约 (Bolyai) 和 俄罗斯 
的 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevskii) 独立 地 发 现 :要 用 欧 氏 几 
何 的 其 他 公理 来 证 时 平行 公理 ， 这 是 不 可 能 做 到 的 .如 果 
设想 ,上面 所 讲 的 黑板 不 断 扩 大 , 过 一 点 和 一 条 已 给 直线 不 
相交 的 直线 虽然 不 断 在 减少 (始终 保持 有 无 限 条 )， 但 当 黑 

板 护 张 至 无 限时 ， 仍 然 会 有 两 条 (以 致 于 无 限 条 ) 直 线 和 已 
给 的 直线 不 相交 ”他 们 认为 , 这 也 未 必 是 不 合理 的 . 罗 巴 切 
夫 斯 基 用 “平面 上 过 已 给 直线 外 一 点 , 至 少 可 作 两 条 直线 和 
这 条 已 给 直线 不 相交 . ”这 一 公理 来 代 赫 欧 氏 平行 公理 ， 从 
而 可 以 建立 一 套 新 的 几何 学 , 后 来 称 为 非 欧 几何 学 (其 中 的 
一 种 ), 或 称 罗氏 几何 学 . | 

用 罗氏 的 “平行 公理 ”， 能 够 推出 一 些 熟 悉 欧 氏 几 何 的 
人 所 不 能 相信 的 结论 ， 这 种 几何 学 说 ， 三 角形 三 内 角 之 和 
小 于 一 平角 , 其 差 和 三 角形 的 面积 成 正比 , 相似 而 不 全 等 的 
三 角形 是 不 可 能 的 ， 两 个 三 角形 如 果 三 内 角 相等 就 会 是 全 
等 的 三 角形 ,…… 对 于 无 限 作 了 不 同 于 欧 氏 几何 的 想象 , 在 
有 限 处 也 导致 了 许多 另外 的 结论 . 

如 何 评价 这 些 结论 , 可 以 从 两 个 方面 来 看 . 
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一 个 方面 是 ， 这 样 的 几何 学 和 我 们 的 经 验 是 否 相 符 ? 
这 个 问题 的 回答 其 实 很 不 简单 . 对 于 广阔 无 圾 的 宇宙 来 说 ， 
我 们 所 能 绘制 和 能 够 测量 的 三 角形 又 是 何等 的 渺小 . 这 样 ， 
即使 测试 了 很 多 三 角形 , 其 三 内 角 和 总 是 和 平角 相差 极 小 ， 
也 不 能 说 罗氏 几何 就 一 定 不 行 .特别 是 在 罗氏 几何 中 ， 三 
角形 三 内 角 和 同 平角 之 差 除 以 三 角形 的 面积 , 是 一 个 常数 ， 
称 为 空间 的 曲率 。 如 果 这 曲率 的 绝对 值 非常 小 ， 它 和 欧 天 
几何 实质 上 并 无 太 大 区 别 (再 加 测量 还 有 误差 )， 所 以 靠 测 
量 只 能 说 在 我 们 日 常生 活 范围 内 , 欧 氏 几何 是 相当 好 , 罗氏 


几何 也 不 见得 不 对 ， 当 然 欧 氏 几 何 更 容易 一 些 , 方便 一 些 ， 


人 们 认为 采用 欧 氏 几何 更 好 . 
另 一 方面 是 ， 非 欧 几 何 学 本 身 是 否 是 相互 矛盾 的 ? 一 
个 理论 如 果 自 相 矛 盾 , 那 显 然 是 无 法 立足 的 . 罗 巴 切 夫 斯 基 
等 对 于 自己 前 理论 有 一 定 的 信心 ， 他 们 已 把 理论 发 展 到 足 
够 完善 的 程度 而 没有 发 现 什 么 矛盾 。 当 然 , 这 还 是 不 够 的 
直到 十 九 世纪 中 期 ， 才 有 几 位 数学 家 从 不 同 的 角度 和 用 不 
同 的 方法 , 在 欧 氏 几何 的 基础 上 ， алина: 从 
而 使 人 们 相信 ， 如 果 欧 氏 几 何 本 
身 是 一 个 无 矛盾 的 理论 体系 ， 那 
么 非 欧 几何 本 身 也 不 会 有 矛盾 . 
我 们 现在 简明 地 介绍 德国 数 
学 家 克 莱 因 (Klein) 的 一 种 做 法 : 
在 欧 狼 平面 上 选取 一 个 圆 (图 . 
11), 对 于 在 圆 内 的 任意 两 点 P 


P, FER РР, хити А,В, 定义 ， 
аьло БД В-ВИ 
又 改变 原来 欧 氏 平面 上 两 点 距离 的 定义 ， 作 PI、P， 点 的 

Ей Ие 

d (P, P)=k|in(4, B; Р,,Р,)|. 《名 为 正常 数 ) 
ЖЭН. i 

(3) ИТТЕ ІЗ 

GD 规定 dCP, P,) 作 为 两 点 的 距离 ; 

Gi) 单位 圆 的 弦 (除去 两 个 端点 ) 规定 作 非 欢 平 面 上 
的 直线 , 这 样 ， 就 可 利用 欧 氏 几何 的 种 种 定理 , 证 明 出 在 这 
个 “ 非 殉 平面 ?上 能 够 实现 罗氏 几何 .我 们 看 一 看 当 P 和 
B (或 4) 接近 时 的 情形 ， 当 Р, 接近 ВОЙ 4) 时 1PsB| (或 
ПАР DRAF 0, Р.к, RA aP, P2) 能 无 限 增 大 , 所 
”以 直线 的 长 度 是 无 限 的 .. 又 令 @ 是 单位 圆 内 直线 P,P 外 
的 一 点 ，404'，BOB' (A B, 4'、B' 是 单位 圆 上 的 点 ， 不 算 
是 罗氏 平面 的 点 ), 就 是 两 条 和 直线 РР, 不 相交 的 非 欧 平 
面 上 的 直线 , 这 样 , 罗氏 公理 成 立 ， 当 然 ， 过 @ 点 还 有 无 限 
多 条 和 P,P, 不 相交 的 直线 .不 过 大 家 要 注意 , 我 们 所 说 的 
直线 实际 上 都 是 单位 圆 的 弦 ， 并 且 两 个 端点 已 经 除去 .在 
罗氏 几何 学 中 ， 在 每 一 直线 上 也 可 引入 无 限 远 点 ， 图 9 中 
4、.B、4'、B'…… 等 点 ， 即 单位 圆 上 的 点 都 可 以 看 成 无 限 远 
点 ， 不 过 这 时 一 条 直线 上 有 两 个 无 腿 远 点 ， 每 一 个 方向 有 . 
一 个 . 
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可 以 用 很 严格 的 方法 来 证 明 罗 氏 儿 何 所 有 的 公理 在 这 
个 欧 氏 平面 中 “人 为 地 ” 构造 起 来 的 罗氏 平面 都 能 够 成 立 . 
这 样 就 回答 了 所 提出 的 第 二 个 问题 ， 即 车 欧 氏 儿 何 没 甩 
后 ,那么 罗氏 几何 也 没有 天 盾 . 

非 殉 几何 的 出 现 ， 是 人 类 对 空间 概念 的 一 大 变革 ， 人 
们 进一步 认识 到 现实 空间 不 只 可 能 是 欧 氏 的 ， 也 有 可 能 是 
非 欧 的 。 几 何 学 中 值得 研究 的 空间 不 仅仅 是 欧 氏 空间 ， 也 
有 多 种 更 为 复杂 的 空间 ， 非 爽 几何 的 出 现 ， 不 仅 对 整个 数 
学 有 重大 的 影响 ， 而 且 对 于 物理 学 的 变革 也 起 了 重大 的 作 
用 。 
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十 三 、 素 朴 的 集合 的 概念 


集合 的 概念 , 并 不 仅仅 从 数学 中 产生 , 它 的 素 朴 的 意义 
Ж. 有 某 一 性 质 的 事物 的 全 体 . 

这 里 所 说 的 事物 的 范围 很 广 ， 可 以 是 具体 的 书本 ， 铝 
笔 , Ж Л, 狗 等 等 , 也 可 以 是 抽象 的 数 , 定理 , 三 角形 , 直 
线 等 等 , 在 数学 中 喜欢 称 它们 为 元 素 ，. 

“看 某 一 性 质 *， 这 句 话 要 做 如 下 要 求 ， 任 何 一 个 事物 
要 么 具有 这 个 性 质 ， 要 么 不 具有 这 个 性 质 ,- 这 就 是 说 ， 这 
里 所 说 的 具有 或 不 具有 这 个 性 质 是 很 明确 的 ， 没 有 含糊 之 
处 . 

全 体 这 两 个 字 也 很 重要 ， 它 表示 集合 应 该 包括 具有 所 
说 性 质 的 一 切 元 素 , 而 不 能 有 所 遗漏 

举例 来 说 ， 在 没有 人 进 进出 出 的 情况 下 ， 在 一 个 房间 
里 人 的 全 体 ， 不 大 于 5 的 正 整数 全 体 ; 一 本 词典 里 出 现 的 
词 条 的 全 体 三 国 演义 中 出 现 人 物 的 名 字 的 全 体 等 等 都 是 
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其 性 质 , 是 非常 合适 的 , 因为 数学 往往 要 求 它 的 对 象 有 非常 
明确 的 性 质 ， 闻 时 它 所 研究 的 往往 是 某 一 类 的 对 象 的 全 体 
所 共有 的 性 质 , 例如 有 理 数 的 集合 ， 无 理 数 的 集合 ， 射 影 平 
面 上 无 限 远 点 的 集合 , 一 个 多 项 式 的 零点 的 集合 , 素数 的 集 
合 等 等 . 

” ” 设 忆 是 一 个 集合 ,4 是 导 中 的 一 个 元 素 , 我 们 称 4 属于 
У, WA aED. 

我 们 说 明 一 下 有 关 的 定义 : 

空 集 一 一 不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ， 记 作 儿 . 
例如 一 个 房间 里 空 无 一 人 时 , 这 房间 的 人 的 集合 就 是 空 集 ， 
满足 sinx=2 的 实数 * 所 成 的 集合 是 空 集 等 等 ， 要 证 明 具 
有 有 某 一 性 质 的 事物 所 组 成 的 集合 是 空 集 或 不 是 空 集 有 时 是 
相当 不 容易 的 .例如 代数 的 基本 定理 就 是 要 证 明 一 个 多 项 
式 (非常 数 ) 的 根 (可 能 是 复 根 ) 的 集合 不 是 空 集 . 

З —8 У, У, ERARA, DiM У: 的 和 集 是 
指 属 于 L 或 属于 5, 的 元 素 的 全 体 所 成 的 集合 ， 记 作 允 ， 
U£. У, 9 У. 可 以 没有 公共 的 元 素 ， 也 可 以 有 公共 的 
ЛЖ. 例如 已: 是 偶数 的 集合 , D: 是 奇数 的 集合 ,一 局 忆 ? 
就 是 整数 的 集合 ”这 时 E A E: 没有 公共 的 元 素 ， 如 果 

一 ,是 奇数 的 集合 ,一 是 能 被 3 整除 的 数 的 集合 , DMa 
就 有 公共 元 素 , 例如 3, 9, 15, …… 等 等 , же У. ШУ НАШ 
数 仍 只 算 一 次 出 现 . | 

交集 一 一 设 У. 和 > 是 两 个 集合 ， 它 们 的 公共 元 素 

组 成 的 集合 称 为 交集 ， 记 作 ПУ, ИЯТ 
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集 所 成 的 交集 为 空 祭 ; 素数 集 和 偶数 集 所 成 的 交集 为 由 一 . 
个 元 素 2 所 成 的 集合 , 但 不 应 理解 为 2 本 身 , 因为 集合 和 元 
素 是 两 种 不 同 的 概念 . 

子 集 一 一 个 集合 中 的 部 份 元 素 所 成 的 集合 称 为 子 
ж. 换 句 话 说 ,如果 E ETRA, 5, А-А, У 
的 任 一 元 素 都 是 D 中 的 元 素 , 则 称 У), Æ L HTA в 
№ УСУ), Я, 一 个 集合 是 其 自身 的 子 集 ， 如 果 避 ,中 
确 有 不 属于 L 的 元 素 , ШЖ У), ж У. HATAR. 

Ж У. 是 一 个 集合 , L 是 其 子 集 , Do 中 不 属 
ғо 中 的 元 素 所 组 成 的 集合 称 为 本 在 D 中 的 余 集 . 
例如 偶数 集 在 整数 集中 的 余 集 就 是 奇数 集 ， 把 平面 作为 一 
个 点 集 ,一 贺 C 内 部 的 点 组 成 一 个 真子 集 ,其余 集 就 是 加 外 
的 点 和 回 周 上 的 点 所 成 的 集合 . ; 

BEL JERR, 在 可 能 情况 下 , { ”}) 中 写 上 它 的 元 
Ж; 以 确定 一 个 集合 . 例如 {1, 2, 3), (а, b, с,4)%%. 


“十 四 、 无 限 集 的 特征 


“由 有 限 个 元 素 所 组 成 的 集合 称 为 有 限 集 。 。 

对 一 个 有 限 集 来 说 ， 它 的 元 素 的 个 数 是 最 基本 的 数学 
量 , 称 为 它 的 基数 ， 原 则 上 , 基数 是 可 以 由 数 元 素 的 数目 而 
得 到 ,例如 集合 (4, b, с, 中 的 基数 是 4 一 个 正常 人 的 一 双 
手指 的 集合 的 基数 是 10 等 等 ， 空 集 的 基数 是 0. 

两 个 有 限 集合 的 基数 大 小 , 即 元 素数 目的 多 少 , 可 以 用 
如 下 的 方法 来 比较 ， 例 如 有 一 群 人 和 一 堆 衣服 ， 要 每 个 人 
拿 一 件 衣服 , 到 最 后 ， 如 果 衣 服 拿 光 了 ,还 有 人 没有 拿 到 衣 
服 , 那么 人 的 数目 多 于 衣服 的 数目 ， 相 反 地 , 如 果 每 人 都 傅 
到 衣服 ， 还 有 衣服 和 下 来 ， 那 末 衣 服 的 数目 就 多 于 人 的 数 
目 ， 如 果 每 人 都 合 到 衣服 , 衣服 又 被 拿 光 , 那么 二 者 的 数目 
就 相等 ， 我 们 还 注意 到 , 不 管 人 们 怎样 挑 衣服 , 只 要 一 人 只 

能 拿 一 件 ， 衣 多 于 人 或 人 多 于 衣 或 人 的 数目 和 衣 的 数目 相 
等 这 三 种 情形 总 是 不 会 改变 的 . 

为 什么 要 讲 这 种 很 简 单 的 常识 呢 ? 因为 对 于 无 限 集 来 

说 ,这 将 是 一 个 很 有 启发 性 的 对 比 。 
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，、 在 数学 中 常常 会 过 到 无 限 集 , 什么 叫 无 限 集 , 我 们 不 妨 
作 这 样 的 理解 HE 是 一 个 集合 , 假如 对 于 任何 一 个 大 的 
整数 N, 都 有 一 的 一 个 子 集 , 它 的 基数 超过 N, 那么 У 就 是 
一 个 无 限 集 ， 这 意味 着 , 我 们 去 数 呈 的 元 素 , 无 论 数 到 怎样 
大 的 数 ; 总 还 有 元 素 没有 数 到 . | 

怎样 比较 两 个 无 限 集 的 元 素 多 少 呢 ?我 们 不 妨 采 取 以 
前 的 一 一 配对 (一 对 一 的 对 应 ) 的 办 法 ; 还 是 用 例子 来 说 明 : 
假想 有 一 个 旅馆 , 它 有 无 限 个 房间 (这 当然 是 假想 的 ), ТІН, 


都 已 住 满 人 (这 也 是 假想 的 )， 而 且 每 个 房间 都 只 能 住 一 个 
旅客 这样， 我 们 可 以 认为 旅客 和 房间 是 一 样 多 的 ， 和 忽然 
又 来 了 一 位 客人 , 看 来 是 无 法 安排 了 ,旅馆 经 理 却 有 办 法 ， 
他 让 一 号 房 的 旅客 报到 二 号 房 去 ， 二 号 房 旅客 搬 到 三 号 房 
去 ,…… 第 4 号 房 的 旅客 报到 第 +1 号 去 ,…… 这 样 , 每 位 
旅客 都 有 了 安排 , 而 第 一 号 房间 却 空 出 来 了 . 那 位 后 来 的 旅 
客居 然 也 有 了 住房 ， 即 使 一 下 来 了 许多 位 (& 位 ) 旅 客 , 这 位 
经 理 还 是 有 办 法 , 他 让 原 住 一 号 的 旅客 扳 到 (h 二 1) 号 去 , 2 
号 旅客 报到 (&+2) 去 ,…… 于 是 1 到 号 房间 就 空 出 来 了 . 
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不 仅 如 此 , 假想 突然 到 了 无 限 位 旅客 , 他 们 每 人 都 有 一 个 纺 
号 , 这 编号 从 1 2, 3 ……%…… 一 直下 去 而 不 会 终止 ,这 时 
经 理 还 是 有 办 法 : 他 让 原 位 一 号 房 的 旅客 住 到 二 号 房 去 , 二 
号 房 的 旅客 住 到 四 号 房 去 , 三 号 房 的 旅客 住 到 六 号 房 去 , 四 
号 房 的 旅客 住 到 八 号 房 去 ， 五 号 房 的 旅客 住 到 十 号 房 去 ， 

т... n 号 房 的 旅客 住 到 24% 号 房 去 ,…… 这 样 , 原来 的 旅客 
” 又 人 人 有 了 安排, 而 奇数 号 的 房间 都 空 出 来 了 , 于 是 他 让 新 
来 的 1 号 旅客 住 一 号 房 , 2 号 旅客 住 三 号 房 ,3 号 旅客 住 五 
号 房 ,…… 第 4 号 旅客 住 第 (2% 一 1) 号 房 …… 旅 客 都 安排 
-好 了 , 而 且 仍 然 是 一 人 一 个 房间 . 这样 一 来 , 增加 了 这 人 么 多 
旅客 以 后 , 旅客 的 数目 岂 不 是 仍然 和 房间 数目 一 样 多 了 吗 ? 

看 起 来 这 是 一 种 诡辩 , 其实 不 然 , 它 反映 了 无 限 集 的 一 
种 特性 . 我 们 看 一 个 最 简单 的 无 限 集 ， 即 正 束 数 记 成 的 天 
限 集 ， 它 的 元 素 可 表示 为 
бі, 2, 3… sh, ““» 
我 们 在 “ 数 ” 无 限 集 时 ， 总 能 数 出 1 号 元 素 41/，2 号 元 素 
aye, n GER n ……， 所 以 任 一 无 限 集中 总 能 够 包含 
一 个 子 集 | А 
(а,, аҙ, ""“4,, Э; 

是 无 限 集 ， .而 且 已 和 1, 2,3, ..-,п, 529) 这 个 集合 建立 起 一 
对 一 的 对 应 . . | 


ЕК 
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我 说 ， 凡 能 够 和 L 2 -n … 建立 一 对 一 对 应 的 集合 (一 . 
定 是 无 限 集 ) 就 称 为 可 数 集 (或 称 可 列 集 )， 这 里 可 数 ( 列 ) 
二 字 并 不 是 真正 的 可 数列 )， 而 是 依 某 种 方法 去 数 ( 列 )， 
其 中 任何 元 素 都 会 数 ( 列 ) 到 ， 上 面 的 说 明 表示 了 这 样 的 事 
. 实 :任何 一 个 无 限 集 必然 有 -一 个 可 数 ( 列 ) 的 子 集 . 

BRAMAIRE УЫ ЯУ» Di WERL 4): 
а, …} 有 上 面 所 示 的 对 应 ， 对 Sa 也 可 以 作对 应 


所 以 存在 对 应 
Ел мыт 
У. 和 二: 的 元 素 之 间 有 一 个 一 对 一 的 对 应 ， 所 以 每 两 个 可 
数 集 之 间 总 存在 着 元 素 间 的 一 对 一 的 对 应 . 
特别 ， 偶数 集 {2， 4, 6, 8, …272 …) 是 一 个 无 跟 集 ， 因而 
它 可 以 和 {1， 2,3, M, …) 建 立 一 对 一 的 对 应 
ЕМ» 
2 4 6 А 2 n l j 
然而 偶数 集 是 整数 集 的 真子 集 ， 所 以 可 数 集 又 能 够 和 它 的 
真子 集 建 立 一 对 一 的 对 应 . 这 里 所 说 的 对 应 实质 上 就 是 那 
位 旅馆 经 理 的 妙计 : 把 工 号 旅客 住 到 2 号 去 ， 把 2 号 旅客 
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住 到 4 号 去 ,…… 而 把 1,3,5,…… 号 房 全 部 空 出 来 让 给 新 
来 的 客人 . 

所 以 可 数 无 限 集 具有 一个 不 容易 想到 的 性 质 它 可 以 
和 它 的 一 个 真子 集 建立 起 一 对 -一 的 对 应 . 

不 仅 可 数 无 限 集 ， 而 且 是 在 何 无 限 集 都 有 这 个 性质 . 
上 面 已 经 说 过 任 一 无 限 集 忆 必 有 一 个 可 数 子 集 ， 所 以 我 们 
可 以 把 乙 жт = 5,05, XE 本, 是 一 个 可 数 集 ， 
记 为 

Хіт(4,,4:,4%, 4“). 
>. ЖО. 在 乙 中 的 余 集 , 它 可 以 是 空 集 , 可 以 是 有 限 集 , 也 
可 以 是 无 限 集 , 但 У. В, 没有 公共 的 元 素 , RELA 
Шын қыты ыы XE: 的 元 素来 说 , 对 应 关系 是 
a, а, 
1 1 f- {- 
对 5. 的 每 一 元 素来 说 ， Er B, 如 果 记 
У = (4,4,9) U En 

即 作 (ex ao ceo…)} 和 Ха 的 和 集 57, ЕУ: BATH, 
因为 41, 4s,… 等 元 素 属于 У 而 不 属于 乙 ， 但 上 面 所 说 的 
那 种 对 应 却 把 У 一 一 对 应 到 У, 去 . 

对 于 有 限 集 来 说 , 这 当然 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,我 们 就 得 出 了 元 限 集 的 一 个 特征 , 也 就 是 和 有 限 
集 相 区 别 的 一 个 根本 人 性质， 无 限 集 的 特征 是 存在 着 一 个 真 
子 集 和 它 建 立 一 对 一 的 对 应 . 
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十 五 、 如 何 比较 无 限 集 的 大 小 


前 面 已 经 说 过 ， 有 限 集 的 大 小 ( 即 包含 元 素 的 多 少 ) 是 
由 它 的 基数 来 表示 的 , 基数 就 是 它 的 元 素 的 个 数 . 元素 多 ， 
基数 就 大 , .元 素 少 , 基数 就 小 , 一 个 有 限 集 的 基数 总 比 它 的 
真子 集 的 基数 大 (因为 真子 集 的 元 素 少 了 ), 所 以 形成 了 “全 
体 大 于 部 分 ”这 一 观念 . қ 
对 于 无 限 集 , 那 情况 就 完全 不 同 了 , 即使 是 最 简单 的 可 

数 集 ， 它 已 经 可 以 和 它 的 真子 集 建 立 起 一 一 对 应 关系 . 在 
这 里 谈论 元 素 的 多 少 已 变 得 含糊 不 清 了 ， 这 样 ， 人 们 就 用 
“ 势 ” 这 个 概念 来 说 明 两 个 无 限 集 所 含 的 元 素 的 多 少 的 关 
系 ， 而 避免 用 一 集合 的 元 素 多 于 另 一 集合 的 元 素 这 种 说 
Ж. 

жиған.» КЕЕ E 和 二; 的 元 
素 之 间 的 一 对 一 对 应 ， 那 么 就 称 它们 是 等 势 的 .这 里 的 着 
、 重点 是 “存在 一 个 ”, 只 要 有 一 个 就 可 以 了 .根据 这 个 定义 ， 
正 整 数 的 集合 和 正 偶 数 的 集合 存在 着 一 对 一 的 对 应 关系 
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1 2 n 
Ў : 4 2n 
所 以 它们 是 等 势 的 .不 仅 如 此 ， 我 们 可 以 取 元 素 比 正 整数 
集 减少 得 很 多 很 多 的 子 集合 , WMA, 22 35 …; HA eh, 它 也 
能 和 整数 集 建立 起 一 一 对 应 
1. 2 3 n 


Кы 70 
实际 上 ， 一 切 可 数 集 都 是 等 势 的 ， 这 在 上 面 一 节 已 经 说 过 
可 
) 既然 可 数 集 都 相互 等 势 ， 那 么 有 没有 和 可 数 集 不 能 等 
势 的 无 限 集 呢 ? А А 
我 们 先 从 一 个 可 数 集 {41, 42, 43,…, 4» "298%, ЖЕ 
添上 有 限 个 元 素 br ba e bx( 它 们 和 ab an… 都 不 相同 
其 结果 仍然 是 可 数 集 , 这 只 要 看 下 面 的 对 应 图 就 可 以 了 . 


Dore. 

е Із 1 аы Ahya T 
AKARNAK TEAR NA 
。 两 个 可 数 集 的 和 集 是 怎样 一 种 情形 呢 ? 设 D= {t ao … 
аула (bo bo bn …)} 是 两 个 可 数 集 ， 没 有 公共 的 元 
Ж, EU E: 也 一 定 是 可 数 集 , 这 只 要 有 下 列 的 对 应 图 就 可 
uT. 
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因为 整数 的 全 体 可 以 看 成 是 非 负 整数 集 和 负 整 数 集 这 两 个 
可 数 集 的 和 集 , 所 以 整数 的 全 体 是 可 数 集 . 

有 限 个 可 数 集 的 和 和 集 显然 也 是 可 数 集 ， 这 可 以 用 归纳 
法 来 证 明 ， 两 个 可 数 集 的 和 和 集 是 可 数 集 ， 假 设 (% 一 1) 个 可 
数 集 的 和 集 是 可 数 集 , 那么 再 和 一 个 可 数 集 作 和 集 , 其 结果 
.也 仍然 是 一 个 可 数 集 ， 


我 们 试 作 ( 可 数 ) 无 限 个 可 数 集 的 和 集 ， 这 种 集 和 它们 
的 元 素 如 下 表 所 列 


х1: Фк” i 213 Ав . 42 . 24.84 œ >œ 
> ай ав Шы. ыы 
> Uf ав tae tanata. ә мсн 
ооо ао оогоо о е о 

У, аһ алғ аз eoe Anne œ 


这 里 的 各 个 元 素 Gy 没有 两 个 元 素 是 相同 的 , 和 集 
Z= Z ZU Ere U Ewe 


是 由 所 有 这 些 а; 组 成 的 ， 我 们 说 这 仍然 是 可 数 祭 ， 因为 
我 们 可 以 作 如 下 的 对 应 图 : 
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ац 4а. 4һ аз аз 44” 
железа 
ЖАН ЕЗ АЭ ВОГ Алел RAF R 
ЖИЮ, RME E 的 元 素 和 人 1; 2 3 … 2 …)} 建 
立 一 一 对 应 , 所 以 瑟 就 是 可 数 集 ， 这 不 事 实 也 可 推出 对 一 
对 有 次 序 的 正 整 数 (p, 9) 所 成 的 集合 57 (С, ОХ», 4 
正 整数 ) 构 成 一 个 可 数 集 、 取 这 个 集合 的 一 个 子 集 D", 它 
是 由 名 9 为 互 素 的 正 整 数 对 (如 9) 所 组 成 ， 忆 "也 是 可 数 
的 .把 原来 的 对 应 图 中 94 不 是 互 素 的 都 保留 下 来 ， 遇 到 
名 《是 互 素 的 就 拿 掉 ， 把 排 在 后 面 的 整数 对 全 部 往 前 移 一 
格 , 这 样 就 可 以 得 出 У" ЯКІ, 2,3, е, “的 一 一 对 应 


由 于 一 个 正 有 更 数 总 可 以 家 示 为 万 的 形式 ,这 里 如 9 是 互 


素 的 正 整 数 , 所 以 正 有 理 数 的 全 体 是 可 数 的 , 添上 0 和 人 负 有 
理 数 的 全 体 , 所 得 的 集合 一 一 有 理 数 集 也 是 可 数 的 . 

这 里 我 们 又 看 到 一 个 令 人 惊异 的 结果 : 有 理 数 的 数目 ， 
已 是 非常 的 多 了 ,任何 两 个 非常 邻近 的 有 理 数 之 间 , 总 还 有 
无 限 个 有 理 数 , 但 它 仍然 是 可 数 集 。 

那么 是 否 有 不 可 数 的 无 限 集 呢 ? 它 是 存在 的 ， 我 们 可 
借助 于 无 理 数 做 一 个 例子 . | 

我 们 考察 大 于 等 于 0 面 小 于 1 的 实数 的 全 体 ， 我 们 把 
这 种 实数 都 写成 小 数 的 形式 0. а, ax 4a…4w…， 这 里 21, 
а, "5,4, … 取 0 1 2…9 中 的 任何 一 个 ， 但 我 们 将 不 多 


2%. 


许 如 , 0.1239…9…, 0.347399…9… 这 种 形式 的 无 限 小 数 出 
现 , 因为 如 果 一 个 无 限 小 数 某 一 位 之 后 都 是 9 那么 它 就 等 
于 把 这 些 9 都 去 掉 而 在 前 一 位 加 上 1 所 得 的 有 限 小 数 ， 例 
如 0.1239…9… 二 0.12340…0.… =0.1234 等 等 ， 作 了 这 样 
的 规定 后 ， 每 个 不 小 于 0 又 小 于 1 的 实数 都 有 唯一 的 表示 
方式 ， 我们 说 这 样 的 实数 全 体 所 组 成 的 集合 《 记 为 [0, 1)) 
是 不 可 数 的 , 用 反 证 法 证 明 ， 即 假定 它们 是 可 数 的 ， 然 后 引 
BFE. Ы 
现 假设 [0,1) 是 一 个 可 数 的 集合 , 那么 就 可 以 把 它们 的 

元 素 排 成 | 

а“ =0, a Papap. aP... 

аФ-0,.аФаФаФ...аф... 


а%-0. аФафаФ. “аф... 


并 且 [o, 1) 中 的 每 一 个 元 素 都 会 在 其 中 出 现 ， 


我 们 作 [o, 1) 中 的 一 个 实数 
сор 
这 里 
49-1, жарфо, 
gg ag+1, ”如 果 4aP=0; 
ар-1, mR apHo, 
ары, 。 如果 a 多 =0; 


ee 


一 般 地 说 。 
а9-1,0 Жа, 
iD 
这 样 作出 来 的 a 的 确 是 实数 ， 因 为 co zz -an … 都 是 
0, 1, 2,…9, 中 的 一 个 数 , 而 且 没 有 一 个 是 9 但 是 所 作 的 а 
并 不 包含 在 a 中 ，a 中，a 外 ,… 这 个 序列 之 中 (因为 它 的 第 
一 位 小 数 和 a 中 不 同 , 所 以 不 是 aq; 第 二 位 小 数 和 a 中 不 ， 
M, 所 以 不 是 “2,…)， 这 就 和 我 们 硕 来 的 假设 相 矛 导 ， 从 
此 得 知 , 正 整数 集 不 能 和 实数 集 等 势 , 我 们 说 整数 集 的 势 比 
实数 集 的 势 低 , 或 实数 集 的 势 比 整数 集 的 势 高 . 
_ 实数 集 是 无 限 集 , 当然 能 够 和 它 的 :一 个 真子 集 等 势 , 例 
ЯМЕ 
у=, 


当 “ 取 任 一 实数 时 ，? 的 数值 总 取 在 ( 5, Туф, RA 
的 х 取 到 不 同 的 》 值 ， 而 且 ( 一 他， see 值 者 被 到 
到 ， 所 以 实数 集 和 区 间 ( 一 他 ， 拉 ) 等 势 ， 再 作 | 


«-А(у-т), 


“жа(-", т), DD 建立 起 一 一 对 应 , 记 以 全 体 实 


数 和 0,1 之 间 的 实数 也 等 势 . 
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”如 果 有 两 个 集合 S 和 Sa 如果 5, 和 S: 的 一 个 子 集 等 
势 ( 即 能 建立 一 一 对 应 )， 而 5, 不 能 和 5, 等 势 (好 不 能 和 
S, 本 身 建 立 一 一 对 应 )， 那么 就 说 5; HART S, 的 势 . 上 
面 的 事实 说 明 实 教 集 尺 的 势 比 可 数 集 的 势 高 

_ 是 否 还 有 比 实数 集 更 高 的 势 呢 ?回答 是 一 定 存在 的 .其 
作法 如 下 ， 作 实数 集 玉 的 一 切 子 集 所 成 的 集合 五， 五 的 元 
ЖКА З, 而 是 实数 所 成 的 集合 ，R 是 实数 所 成 的 集合 ， 
所 以 是 五 的 元 素 , 1 不 是 五 的 元 素 , 但 以 1 为 元 素 的 集合 
ОЗАТ Е. 其 他 如 有 理 数 的 全 体 , 整数 的 全 体 , 素数 的 
全 体 等 等 都 是 的 元 素 ， 实 数 集 尺 能 够 和 五 的 一 个 子 集 等 
势 ， 对 尺 中 每 一 实数 a， 作 一 个 由 a 构成 的 集合 {a), 对 应 
(a) 是 把 实数 集 到 下 的 一 个 子 集 (由 一 个 实数 泊 组 成 的 
集合 的 全 体 ) 建 立 了 等 势 关系 , 现在 我 们 说 尺 和 下 本 身 不 能 
有 等 势 的 关系 ， 这 要 用 反 证 法 来 证 明 ， 即 先 假设 入 有 
一 一 对 应 关系 ， 而 从 中 引出 矛盾 ， 现 在 就 来 作 这 个 证明: 
假设 这 个 集合 和 实数 集 等 势 , 那么 对 于 每 个 实数 w 就 会 对 
应 于 一 个 实数 记 成 的 集合 Lo WR а, 和 as 是 不 同 的 实 
Ж, Ea MELo 就 是 不 同 的 子 集 ， 并 且 У. 会 无 遗漏 地 取 
遍 一 切 由 实数 所 成 的 集合 ， 但 是 , 这 个 假定 会 导出 矛盾 的 . 
为 此 ,我们 作 实 数 的 一 个 子 集合 瑟 如 下 ， 设 a 是 实数 , 如 果 
a 是 У. 中 的 元 素 ， 那 么 我 们 就 不 把 它 取 在 L'H, MRa 
不 是 La HTAR, 我 们 就 把 a RE X 中 , 这 样 所 作 的 > 
当然 是 实数 所 成 的 一 个 集合 ， 按 照 候 定 ， 必 然 有 一 个 实数 
В, KERE 村,， 现 在 问 B 是 否 属于 己 ,。 如 果 忆 属于 
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>» 那么 B 就 不 会 取 在 = У, 中 , 这 是 矛盾 的 , WR В 
ЖАТ Ze 那么 B 就 应 该 被 取 在 于 = H, 这 又 是 矛盾 
的 。 所 以 无 论 B 是 否 在 У, 中 ， 都 会 产生 矛盾， 因而 我 们 
的 假定 ， 实 数 集 的 一 切 子 集合 和 实数 集 等 势 这 个 假定 是 不 
对 的 . 这样 我 们 就 得 到 了 一 个 势 比 实数 集 高 的 集合 . 

对 这 件 事 ; 我 们 可 以 作 另外 一 个 证 明 . 设 700) 是 定义 
在 尽 上 的 函数 , 但 对 每 个 实数 为 它 的 函数 值 只 能 取 0 或 1. 
所 有 的 这 样 的 函数 的 集合 记 为 G, G 包 含 很 多 元 素 , 例如 


= i 如 * 是 有 理 数 ， 
1 ”如 x 是 无 理 数 . 
又 如 
等 等 .特别 我 们 作 
fe(%)= ІМ 2 


那么 fal) АСК КЕЯ С, а«—э/. (у АЕС 
的 子 集 С, 的 一 对 一 的 对 应 ， 我 们 要 证 明 G 不 能 和 及 等 势 , 
这 里 也 得 用 反 证 法 .假设 G 和 RR 等 势 , 每 一 实数 a 对 应 G 
中 函数 000), ВЕ а, а, m, SONE), L 
Je(x) 取 遍 了 G 中 的 一 切 函 数 ， 我 们 说 这 样 会 引出 也 盾 ; 
Еж) СС, 其 方法 如 下 , 对 任 一 a ER， 
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<ШЖ/Ф(а)-, 
如 果 /“(а)-о. 


按照 假定 Қ) 必 是 某 一 产 ”(2)， 但 是 按照 A) 的 作法 ， 

可 以 知道 ,如 ”CB)=0, 则 NB)=1 如 "CB)=1, 则 
-hpB)=0, 所 以 Вже ИЕ (На, РР 

жі. i . i 
应 该 指出 ， 这 两 个 证 明 实 质 上 是 相同 的 ， 因 为 对 尺 的 
任 一 子 集 L, 我 们 可 以 作 如 下 的 一 个 函数 ( 取 值 为 0 或 1) 


ra)= { Қ 


хе> 
хе. 


思 (%) 称 为 子 集 互 的 特征 函数 ， 例 如 : DEIR, 7.00) 
人 慎 等 于 0, 车 忆 是 实数 的 全 体 R, WOEST жы 
是 由 一 个 元 素 a AR, ORRE “= a 处 为 1， 其 余 处 
мо, У 是 无 理 数 的 全 体 , 则 fz(%) 当 %* 是 无 理 数 时 为 1 
x 为 有 理 数 时 为 0 相反 地 , 已 给 了 一 个 定义 在 R 上 的 取 值 
为 0 或 1 的 函数 /那么 可 以 作 实 数 集 RR 的 一 个 子 集 D 它 
是 使 1(*)=1 的 那些 实数 * 的 全 体 所 组 成 ， 所 以 作 尺 的 子 
集 和 给 出 定义 在 RR 上 而 取信 为 0 或 1 的 函数 是 实质 上 相同 
的 事情 .读者 可 以 自己 想 一 下 , 前 面 的 两 个 反 证 法 中 , 作 引 
出 矛盾 的 子 集合 > 和 作 引 出 矛盾 的 函数 (x)， 也 实质 上 
是 一 回 事 . 

另外 一 个 值得 注意 的 事 是， 我 们 不 从 实数 的 集合 RR 出 
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f(x)= È 


发 ,而 是 从 任何 一 个 无 限 集 S 出 发 , 运用 上 面 所 说 的 方法 作 
S 的 一 切 子 集 的 集合 { 瑟 } 或 作 定义 在 S 上 取 值 为 0 或 1 的 
函数 的 全 体 ， 可 以 用 间 样 的 方法 证 明 : 必 存 在 势 比 S 高 的 
ARR. Ki, 从 可 数 无 限 集 出 发 , 我 们 可 以 一 步 一 步 做 下 
去 . 逐次 地 得 势 越 来 越 高 的 无 限 集 , 所 以 我 们 可 以 说 , 无 限 . 
也 可 以 根据 势 来 划分 晨 次 , 而且 这 个 层次 也 是 无 限 的 . 

到 此 为 止 ， 我 们 已 对 无 限 集 和 它 的 势 作 了 一 些 很 初步 
的 说 明 。 这 些 说 明 使 我 们 了 解 到 无 限 集合 “即使 不 同 予 其 
它 的 结构 ) 也 是 相当 复杂 的 .进一步 的 研究 表明 , 素 朴 的 集 
合 论 会 带 来 某 种 难以 摆脱 的 困境 , 于 是 , 集合 论 本 身 ,也 和 
纯粹 数学 的 其 他 分 支 一 样 , 走 上 了 公理 化 的 道路 , 即 人 们 为 
集合 论 制订 了 公理 ， 而 有 关 集 合 的 种 种 性 质 都 以 这 些 公理 
作为 推理 的 依据 而 展开 ， 这 是 现代 纯粹 数学 的 一 个 重要 的 
方法 , 但 已 超出 了 我 们 所 要 说 的 范围 很 远 了 , 在 本 书 中 就 不 
ENAT. ` 


81. 


